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lNLEIDING 

Tndien in het z-vlak een puntverzameling (z) gegeven is, en we 
voegen door middel van de functie w = / (z) aan elk punt z een 
punt w van het w-vlak toe, dan ontstaat er een puntverzameling 
(w), die zichzelf kan overdekken en die we het beeld van de JDUnt
verzameling (z) noemen. We zeggen, dat de functie w = / (z) de 
afbeelding va n ·(z) op (w) tot stand brengt. 

Is de punt verzameling (z) een gebied Gt en de functie w = / (z) 
een nie t-cons.tante, holomor/e functie in Gz, dan heeft de afbeelding 
een aantal belangrijke eigenschappen, waa,rvan we de volgende 
noemen: 

n) de p untverzameling Gw is weer een gebied• (stelling .van de 
gebiedsoverdracht), ., 

~) als twee krom1nen elkaar in een punt P:: van Gz onder een 
h oek 0 snijden, snijden de beeldkrommen va11 die beide krommen 
elkaar in het beeldpunt Pw van P:: onder cliezelfole hoek IJ, 

mits f' (z) in P z niet nul is (stelling vam de hoehtroitw), 
c) de plaatsebij'lle vergrooting N z in een punt P z van G:: js een 

Q functie van z, die niet afhankelijk is van de kromme door P"', 
met behulp waarvan men de plaatselijke vergrooting defim.iëert, 

d) ieder enkelgelaàgd (,,sch!ticht"), enkelvoudig samenhangend ge
bied G:: in het z-vlak met minstens twee grenspunten kan d@0r een 
in Gr. holomorfe functie w = / (z) één aan één en conform @p een 
cirkelsohijf Gw worden aJgebeeld (l,wndamenteete stellritng vam RIE
;\l:\:-l'N) 1). 

N!en zegt, dat de functie w = { (z) G:: 0p Gw glad (nschl,i:cht") 
afbeeldt (in welk geval men de ai.fbeeldingsfunotie ook wei "uni
valent" noemt), a.Js de correspondentie tu.sschen G:: en Gw één 
aan één is. N0odige voorwaa,rcle hiervoo·r is, dat f (z) nergem.s in C 
nul is. 

Door de conforme a..fbeelding van eelil gebied G. o~ <1le eenheids
cirl{elsohijîf Gw wordt, zonder dait aa.n die afüeeldingsfumche eenige 

1) iL. B1.0BBRBACH, Lebrbuch der Funkoionenthe0Fie iII, IJ.927, blz. 5-8. 
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voorwaarde worclt opgelegd t.o.v. de grenspunten van Gz, auto
matisch een c01'respondent,ie tot stand gebracht t,u,sschen de ramde?i 

[~ van Gz en I'.u vam Gw. Reeds door SCHWA•RZ 2) is gevonden 
(1870), dat de betrekking tusschen de punten der randen I'z en r; .. 
één aan één en continu is, mits de rand I~ uit een eindig aantal 
analytische bogen bestaat. . 

De boog, gedefiniëerd door x = x (t), 'Y = y (t), voor· "1 :s: t < t2, 
h~et dàn en dàn alleen analytisch, als het segment t1 ~ t < t2 

in een gebied G ligt, waar x (t) + iy (t) een holomorfe functie 
van t is; m.a.w. als ieder punt t0 van dat segment middelpunt is 
van een cirkel, waarin x (t) + 1:y (t) kan ontwikkeld worden naar 
machten van t- t0 • 

Do0r ÜSGOOD is in 1901 het vermoeden uitgesproken 3), dat de 
correspondentie tusschen de randen I'z en I'.v eveneens één aan één 
en c0F1tinu is voor het geval I'. een eenvoudige J 01'dan-ltronmie 
is. Van deze stelh'ng van Oscooo zijn sinds 1912 vele bewijzen 
gegeven 4). We geven in hoofdstuk I het bewijs van WoLFF (1930) 5), 

tervnjl we dit bewijs 1wllen veTgelijken met die bewijzen van 
andePe onderzoekers, welke er het 'nauwst aan verwant zijn. 

Voor het geval I'z een algemeene Jordan-kronvme is, wordt, 
na invoe,ing van het begrip 1'andelement (CARATHEODORY, die een 
analyse van cle ra.inden geeft, los van het probleem van de conforme 
afloeeldililg der binnengebieden, spreekt van "primenden" 6)) de 
s telling van Oscoon aJldus gewijzigd, dat er nu een correspondentie 

0 

één aan één bestaat tusschen de punten van I'w en derandelementen 
van F •. Aan de veelvuldigheid van een randpunt van r. zien we 
een grens gesteld in WoLFF's stelling ove'I' de nithnaat 5) van de 
verzameling der pmnte.r:i OJ!> I'w, die met één grenspunt van G= 
e0rnespondeei:en, met welke stellring w~ hoofdstuk I besl'u_iten. 

Vit de analytische voortzetbaarheid van de functie w = / (z), 
die Gz één aan één en conform op I w 1 < 1 afbeeldt, over alle 

2
) H. A. ScHWARZ, Gesammelte Abhanctlungen lI, 1890, blz. 149- 151. 

3
) W. F. OsGOOID, Ene. der. Math. Wissensehaiten IlB. l, 19, 1901. 

~) E. STUDY, K0nforme Abt>ildung eiofach-i,usammenhängender Be
reiehe, 1912; bh:. 55 e.v.; û e verder noot 22). 

6 ) J. WoLFl', Verslagen Kon. Akacl. van v\letensch., 25 Jan. 1930: blz. 
96-97. 

6) C. C,\RATHEO0ORY, Math. Annalen n; 1913; blz. 323, e .v . 

. . 
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inwendige punten van analytische begrenzingsbogen, volgt, dat 
de a-fbeelding ook in deze punten nog conform is. 

Om vervolgens het gedrag van de afbeeldingsfunc~ie w = / (z) 
in de omgeving van een randpunt van I'z te kunnen onderzoeken, 
voor het geval dit punt géén iniwendig punt van een analytische 
deelboog is, worden _eerst in de hoofdstukken LI en III eenige 
stellingen afgeleid, die alle stem1en op het lemma va;n SCHVf ARZ 

(1870) 7). Dit lemma doet uitspraak over het gech;ag van een 
functie, holomorf in een cirkel, waarvan de functiewaarden in een 
cirkel liggen. Voor deze cirkels k iezen we óf eenheidscirkels, óf 
halfvlakken. Achtereenvolgens wordt het theorema van Sc_mYARZ 

besproken voor de gevallen, dat de transformatie w = i (z) een 
dekpunt heeft in het middelpunt van de eenheidscirke_l, in een 
willekeurig punt binnen de eenheidscirkel, en voor het geval, da,t 
er omtrent een dekpunt der transformatie niets voorondersteld 
wordt. Met behulp van de uitdrukkingswijze der niet-euclidische 
meetkunde wordt aan het theorema van SCHWARZ tensl0tte een 
zeer eenvoudige formuJeering gegeven: de t-ransformatie 1ei = / (z) 
blijkt de nüt-e1,1,cl·id·ische a/stand""van t1e,ee pwnten bitvne1i de eenhm:ds
c-irket niet te kwnnen vergrooten 8). 

Het kan zijn, dat de transformatie w = / (z) slechts punten 
op de omtrek van 1 _z 1 = 1 invariant laat. In dit geval stellen de 
-uitbreül;im,gen door WOLFF 9) en JULIA 10) aan het lmmna van SCiHWARZ 

gegeven (hoofdstuk III) ons toch in staat, conclusies te trekken 
0over de aard van de transformatie van het binnengebied I z 1 < 1. 
I.n plaats van een cirkelbündeJ, die bij het lemma van SOHWARZ 

optreedt, waarl;>ij één der nulcirkels va n de bundel een binnen
punt van de eenheidscirkel is, vinden we nu een bunclel van cirkels, 
die de eenheidscirkel en elkaar in een punt van di.e eenheidscirkel 
raken. 

Kiezen we voor de cirkelschijven, genoemd in het the01:ema 
van Scm-v,ARZ, rechterhalfvlakken, dan blijkt, dat voor het the0-

1) l-L A. ScHWARZ, Gesammelte Abhandlungen l], L890, h>lz. JOS; e.v. 
en, C. CARATHEODORY, Ma.th. Annailen, 72; 1912; blz, 107 e.v. 

8) C. CARATHEODORV, Sitzungsberichte Preuss. Ak. der: Wisse11sch., 1929; 
lV, blz. 43 en M. A. BL0OH, Mémorial des Soiences Mathém. XX, blz. 8. 

0) J. WOU"F, Comptes rendus, 7 April J.926. • 
10) G. JULlA, JoumaJl de Matlhéma,tigues 83; 1918; blz. ï2, e.v.; Acta 

Matb., vol 42, l!H8; blz. 349, e.v. 
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'M 
re-ma van JULIA cle eigensohap, dat À = {,i;m - (y constant) onaf-

;,;➔,,, X 

hanke1ijk is van 0.e gekoz,en y, van fumlamenteele beteeke
nis is. 

Ook door een li1nietovergang uit het lemma van ScHWARZ kan 
op eenvoudige wijze de stelling van JULIA worden bewezen. 

De door CAR.HHEODORY 11) gegeven omkeering van deze stelling 
toont, dat de voorwaarden, in de stelling van JULIA genoemd, 
zoo algemeen mogelijk. zijn. 

Een u1i,tbrM:d1"ng van de stelting van JULIA 12) wordt gevonden 
door aan te toonen, dat, als van w = f (z), holomorf in het rech
terhaHvlak. de functiewaarden in het rechterhalfvlak liggen, 

J (z) en f' (z) een reëele, eindige angir.la-i-re Umüt hebben voor 
z 

z -> oo; de waarde van deze limiet is gelijk aan de bovengenoemde 
2. Voor w = f (z), holomorf in I z 1 < 1 met 1 ·w 1 < l, volgt 
hierui,t, dat, ails z = +. 1 en w = + 1 correspondeerende grenspunten . 

. . 1 - w dw .. l l . 1· . (-+ 0) b . Zijn, -
1 
-- en -d een reee e, angu_arre, 1m1et , ezltten voor -z z 

z .... + 1. Deze limiet zal eind1g zijn, als er een tot + 1 conver
geereRde suite (z11) is, met beeldsuite (w11), waarop het quotient 

~ ~ l Wn 1

1 

begrensd blijft. Men zegt dan, dat/ (z) een hoe/la/geleide 
- Z11 

heeft in + I. 
0 

In hoofdstuk IV worden criteria besproken voor de angutau'e 
con-form1üeit va,n de afbeelding van een gebied G. op een cirkelschiji 
in een randpunt Zo van de conrtour I~ van Gz. Van belang is cie 
do@r <CARATHEOIDORY 13) en door VALIRON 14) bewezen eigenschap 
(192!1)), dat ede a,ngulaire conformiteit in z0 v~rzekerd zal zijn, 
indien ]!s ligt tusschen twee elk'-l.ai: in zo rakende cirkels. 

Uit dit hoofdstuk bl1ij,kt v0orts: 

ll) C. CARA1:HE 0DOR.Y, ,de 8). blz. ,ifö . 
. 12) J. WOLFF, Co~ptes i:endus, 13 Sept. 192ö, C. CA'RATHE ODORY, zie 8), 

blz. 4'9, en E . LANDAU en G. VALIHON, J0urnal oi t he Lonclon :Math. 
Societv, Vol. ~v. 1929, IDlz. 162 en 1.63. 

13) é. CARATHEODORY, .:ie 8), blz. 51, e.v. 
H) G. VALmo~, Bulletin des Sciences .Mathém. 1929; bh:. 70 e.v. 



a,) dat vo0r angulaire conformiteit va111 de wfbeelding in een 
grenspunt van G= het niet nooilzakel,ijk is, dat de ra,nd r~ in het 
besehouwde punt een •r,aalûtijn heeft, - t>nder toepassing vam, 
een cr1-ter,i,wm van, AHLFORS, (1930) lö), -· 

'b) dat de afbeelding van een gebied G= op I w 1 < 1 amgulair 
conform kan zijn in een grenspunt Zo van Gz, ten .vijl de a,fbeel
clil1gsfunctie z = <p (w) discontinu is in het met zo ~orrespondeerend 
randpunt Wo en in geen enkele omgeving van dit punt begrensd is. 

Een tweede c•r1:teriu1n van CARATHEODORY 16) en een or1:teri,wm 
van \i'iloLFF (1930) lï) ~tellen voor de angulaire conformiteit niet 
slechts eischen aan de contour, maar ook aan de afbeeldingsfunctie. 
flet criterium van CARATHEODORY-VALIRON is evenwel als bij
zonder geval in dat van WoLFF opgesloten. 

In het laatste hooiclstuk wordt een constnict1:evoorscl11ri/t afgeleid, 
dat ons in staat stelt begrenzingskrommen van gebieden in het 
réchterhaHvlak: te vinden, waarvan de afbeelding op de een.heids
cirkelséhijf angulair conform is in het oneindig verre punt dier 
begrenzingskromme. Uit de toepassingen blijkt, dat de .bier be-,. 
wezen stelling de resultaten van VALTRON 18) omvat. 

•~) LARS AHLl'ORS, Acta Societatis Scientiarum •Fennicae, Nova Series 
A, Tome 1, 9, 1930. 

16) Zie noot 13), blz. 53. 
17

) J. WOLFP, Comptes rendus, 3 l'vlaart 19:l0. 
l 18) . Zie noot M). 

0 



HOOFDS T UK I 

RANDCORRESPGNDENTOCE, BIJ AFBEELDING VAN 

EEN JORDAN-GEBIED - STELLING VAN OSGOOD 

§ 1 - Definitie van eenvoudige Jor.dan-kromme 
Onder een ee1wo1,t.d1;ge J o1'dcvn-boog verstaan we een kromme, 

gedetiniëerd d0or de vergelijkingen: · 

X = X (t) , y = y (t), (1) 
als deze functies continu zijn \iOOr t1 < t < t2 en slechts dàn 
ge},ijktijdig aan x (t) = x (t'), y (t) = y (t') kan worden voldaan, 
als t = t' .. 

[ndien men eisoht dat x (t1) = x (t2) en y (t1) • y (t2) en dat 
uit x (t) = x (t'), y (t) = y (t') voof 11. < t::;; t' < t2 moet volgen: 
t = t', neemt men de kromme door ( 1) bepaald een e-envoudige 
gesloten ]ordan-kromme. 

Stelt men z = x + iy, dam wordt de vergelijking van de een
voudige Jordan-krromme: z = z (t), continu voor t1 ~ t < t2 , 

met z (t1) = z (t2) en z (t) -=/=- z (t') voor t1 < t < t' < t2, terwijl voor 
de eenvoudige Jordan-boÖg de voorwaarde z (li) = z (t2) ver-' 
valt, em z (t) -=f- z (t') is voor ti < t < t' ~ t2 . 

De eenvoudige Jordan-krommen (resp. bogen) zijn, zooals 
uit ede definitie onmiddellijk volgt, vi·ij van dubbelpunten. De 
b@og wordt d0or haaF vergelijking 1 aan 1 en continu afgebeeld 
op het lijnsegment (t1, b2), ter\\7ijl de transfo~·matie 

t . t . 
ç = COS -- . 2:ro, 17 = S1'1l - ·- . 2n 

t2 - f-1 b2 - tl 

de kronune I aa111 1 en continu afüeel€1.t op de eenheidscirkel vam 
het t -vlak (C = ç + 1:17). 

Voorbeelde1i vam, J orda'1i-ltrommen. In ede eerste plaats zijn alle 
dull>belpuntvrije analytische ltr0.mrnen (zie: inleiding, blz. 2) J or
daim-klio.mmen: <ie Y©@rwaaFde der continuiiteit w0i;clt vervangen 
d00F <de, de continuÎite,i1! insluitende, voorwaarde rler h0l0morfLe 
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van z (t) (met I z' (t) [ =,t:ü). Een vo0rbeeld van een Jordan-kromrne, 
die geen analytische deelboog heeft, vinden we in 6le kromme 
van l-IELGE VON KocH (zie Lig. 1 ). 

Fig. 1. De benaderende polygonen [3, l'.1 en 
/~ van de kromme van Helge von !<och. 

Beschouw de suite van gesloten polygonen Ï11. T1 is een gehjk-
0 zijclige driehoek, I~ ontstaat uit I'1 door van elke zijde het 

middelste derde deel weg te nemen en te vervamgen door 2 zijcften 
van een gelijkzijdige driehoek buiten r. I'u ontsfaat uit f~,-~ 
door van elk lijnsegment, waaruit r,,_1 bestaat het middelste 
derde deel weg te nemen, en te vervangen d0or 2 zijden van een 
gelijkzijdige driehoek, zoodanig, dat de oppervlakte van het 
door Tn-1 omsloten gebied wordt vergroot. De kromme vain 
HELG'E vd'N I<ocH is nu de kromme, bestaande uit €Ie punten, 
die op de lijnsegmenten van de suite r" gespaand blij~en, en de 
verdichtingsunten dezer puntverzameling. 

Het bewijs :van de continuïteit van de kromme van HE.I:.GE VON 

KocH vindt men in: Arkiv för Mat.ematik, Astronomi 0ch Fysik 
Bnd. 1, 19©3, b1z. 681 e.v. 

Deze kromme heeft in geen enkel punt een raaiklijn. Dit volgt 
onmicldeHiilk uü de overweging, dat in elk uiteinde van een lijA-
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· segment, dat gespaard b1ijft, een hoek van 3Q0 is te construeeren, 
zóó dat op beide li>eenen van de hoek punten der kromme liggen, 
d'ie zich in dat punt verclicfaten; clit ge1dt a fortiori voor de ge
spaande punten @p een lijnsegment, die geen eindpunten zijn, en 
eveneens_ voo1· <de verdichtingspunten dezer pnnten. 

We merken nog 0p, dat de booglengte van de kromme, a lsmede 
van elke deelboog der kr0mme, oneindig groot is. 

§ 2 - Eigenschappen van Jordan-krommen 
Van de J 0rdan-krommen noemen we de volgende eigenschappen: 
a,) Iedere gesloten Jordan-kromme verdeelt het platte vlak in 

twee gebieden 19). 

b) Ieder punt van het binnengebied een er gesloten J orclan
kromme (d. i. het gebied, dat het oneindig verre punt niet bevat,) 
is Glo0r een continue kromme met elk punt der Jordan-kromrne 
te vei;bjnden; m.a.w. elk punt eener gesloten Jordan-kromme is 
vamu;it het binnengebied dezer kromme bereikbaar 20). 

c) Indie1i P.n (X11Y,11) een piint&1is1,1.ü-e 1:s op een J ordan-k1'0nir1ie, zóó 
dat voor n .:; oo Pn 1•1,adert tot P,, (x0yl), dan geldt voor de dia1neter d11 
vat1i boog P 0 P11: lim dn = 0. (Onder de diameter van boog PoPn 

1J.->rn 

verstaan we de bovenste grens van de afstanden van twee wille
ke~1rige punten van boog PoP1~) -

!Deze derde eigenschap vvillen we bewijzen; de afstand 

a11 = V l (xo - Xn)2 + (yo - y,11)2 ! 
is een c0ntill'1.1e functie van continue functies van t, dus een con
tinue fiunctie vam t. Geeft men s > 0, dan is er een ó.~ en e.en Óy, 

zó@dat 

en 

zoodat 

e 
1 x - Xo 1 < - voor I t - to 1 < Ó.1: 

, /2 

e , 
1 Y - )lo 1 < V

2 
voor I t - to 1 < ó'.Y, , 

. a,, < e voor I tn - to 1 < c\ en ó,,. 

föj nu d11 de b0venste grens cv:aJ:J de aiiistainden Vébn 2 willekeurige 

19) E. ScHMUl'f, Sit.zungsberichte 'Preuss. Akad. dei; \,Viss. 19:l3, 
xxvn~. 1:ilz. 318. e.v. 

20) C. C..\ltATffoEODORY, Nlathem. Annalen n (1918), tik ao5, e.v. 
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punten P' en P" van bg l?o'P,,, 0aJJ1 ktmnen we aantoonen, dat er 
een puntenpaair op de boog is,, waarvoor deze bovenste grens 
wordt bereikt. Immers, de afstand a (P' P'') is een c0nforue 
functie van de 4 coördinaten x', y', .:l' en y" van de punrten :P' 
en P" en een continue functie neemt op elk gesloten interval 
haar bovenste grens minstens éénmaal aan. 

Voor P,, -> Po zal de parameter t" van P11 tot lo r;iadeL·en. \~'as 
ern.1. eendeelrij (tp) met lim tp =t*=ft0 , clan zou Poeendubbel

P-><n 
punt van de kromme zijn, in strijd met de defi:iitie van Jordan
kromme. 

Als nu t,, -> t0 , naderen ook de parameters van de beide punten 
van het puntenpaar, waarvoor de afstand op boog PoP11 maxi
maal is, tot to, waaruit in verband met de eerste aJi11ea van 
dit bewijs volgt: 

lim dJI = 0. 
H - > ® 

§ 3 - Alge.meene Jo_rdan-krommen 
Onder een algerheene }orda1.f-krormne verstaat men de verz,ame

J ing van de grenspunten P= van een enkelvoudig samenhaingencl, 
schlicht gebied Gz. 

In deze definitie verstaan we onder: 
een gebied, een puntverzameling (z) met de eigensohaip, dat bij 

.elk punt van de verzameling een cirkel behoort met dat punt a.ls 
• middelpunt, waarvan al'le binnenpunten tot (z) behóoren, t;,erwi1l 
elk tweetal punten Zi en z2 uit (z) door een continue kromme (b.v . 
. een polygoon), waarvan alle puntei:i tot (z) beho0ren, kunnen 
worden verbonden; 

een _grenspwnt van een gebied een punt, dat niet tot het gebied 
behoort, maar waarbij het gebied doordringt · in ~lke cirkel met 
dat punt als middelpunt; 

een schll'cht gebi:ed een gebiecl, waarbij elk ptmt der verzameling 
(z) ?lechts éénmaal als punt der ver,:ameling in rekening wo:rdt 
gebracht; 

een e;nkelvoudig ·san,ienhar~gend, gebied een gebied, waa,rlDij elke 
gesloten kromme, wier punten aiUe tot dat gebied behooi:;en, slechts 
punten van het gebiecl tot binnenpmiten heeft (dain wel, als z = oo 
een punt va,n het gebied is: sleoJ;its punten van het gebiecl tot 
buitenpunten heeft). 
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De verza,mel,i•1ig van de verdich/ti1igsp·unte1·b Ps vcvn een gebiedi Gz, 
die n,iet tot G= behooren, noemt m,e1i- de ratnd (contoutY) r= vcvn aai ge
bied. I'z bestaat uit alle grenspu.nten val/1, Gz. 

Stelli1rig: De rand I'z vam, een geb1:ed (!;11 1;s ee~·t gesloten pwntve,r
zam.el,Z:ng. 

Bewijs: Zij 'I? een veriiliehtingspuHt van gr:emspumteH, €1.a,n ligt 
in elk interval lp @m P minstens éé11 pulilt Q vain I'11- \1/ie kunnen 
nu om Q een inte.rval PQ binnen Z p [eggem: ilil !J ~ dringt Gz cl0or, 
d'0S diïingt 6-11 00k in J p <il.00r. Aa,Ft één der v0orwaarclen voor een 
grenspunt is €1us w0ldaan. f> kan géén punt van Gs zijn, want dan 
moest er een ciFke1 om F 0ijn, die geheel t0i Cz l@en0ort, terwijl 
P verd"khtingspunt vam II'z is, zo0dat in elke cirkel om P punten 
van I'z liggen, cl.ie cdms :ro4et t0t C. befo@@Fen. O@k aan cle tweede 
vo0rw-aarde v00r een gl'enspunt is dus v01€laan. Elk veFdichtings
punt va:m !IF:: 1Dero.00Ft t0t Is; I'z is clus gesl0ten. 

Stel/ting: G:: = ~z + Fz ,i,s een pe,r/eote puntvenCll/ne'Wn,g. 
Be1en"js: Gz is gesl0ten: want aille veif<iliichftlingswunten van Gz, 

die niet t©t G:: beh@©Fen, liggen op lf'z, €lus in Gz, en al,le vendich
tingspunten van fI'z liggen 0p> I'z, clus ü1 i1;z. Vercler is Gz di:oht in 
zieh zelf; immers, als J? z een. punt van {t;z is, li.gt er een interval 
]p @m P, waa,rin Gz cl0or€1.ringt; elil. evenz00, als Pz een punt van 
J z is; P z is <dus in ie<der gev:a,l wendichitililgspunt van G.. Gz is bij
geyolg gesl0ten èn <di©ht i.n zfofüzeH, .dus perfect. 

Stelli"ng: De rand J!~ va11; een enkeiv0Hd1:g sCll/nenhangenà geb1:ed Gz, 
1;s een per/ecle puntme'lfzameZing. 

Bewijs: De ra,lild van een emke1vouclig samenb.amgencl gebied 
js een ééncleelig c0:mtiimmm, cl.w.z. is een gesloten [P>Urntven:amell:ng, 
die niet in twee gesr0te11 pmntvename1tngen z0nde11 gemeenschap
pelijke punten kam W@Fcl.en g,espli.tst. Ken men €leze splitsilil.g n.L 
wel uitv0eren, dan was het mog~lijk een p0lyg00n t e e0nstmee11en, 
die de beide cleelen V'8!l'l elkaair schei@Gle 21), waaruit dam v.0Jgen z011, 
dat Gz niet ernke1v@ud~g samelilhangencl was, z00ru1s we11<il. on<ftersteld. 

Bes©h@UiW nu een pulil.t P'z van .I~: was er een omgeving vam Pz, 
waarin dit p>unt het eenige grenspunt was, cl.an z0u Pz een ge
isoleerd g,enswunt zijn, en €1.e ran€1. !l~ was te splitsen ilil minstens 
hvee gesl0ten deelen; 11.l. P::" en I'z - if!>::, in strij~ me.t <ile v0rige 
alinea. 

12
) BlEB~RB~ca, Lehrbuch der FtmkitionentheoFie r, l 930, 0lz. 86. 
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J = is dt1s clicht in zionzel( en gesloten, dus perfect. 
Stellimg: AZs Ji ~ de f/'a111.à is van ee1i enkelvoudig samenhamgend 

gebied, dat begr.ensà is, d.w.z. gelegen binnen een c.i'YkeZmet eitnilige sbraat, 
d()/11; zat op ebke half straal, vC111111,1:it ee1i pwnt J? z vatn Gz gebrokken, 1,wn
stetiis éé11, punt van frz gelegen moeten û,j,n. 

Bew1y·s: Op z0o'n halfstraai,l Z [igt stenig een pulilt Qz buiten Gz, 
0mclat Gz binnelil een bepaalde cirltel ligt. Beschouw de benedenste 
grens b van de a,fstanden van Pz ~ot de fUiiltem opt, die niet in G: 
liggeH. il?ast men b a,i op PzQz, daim vimd1i men een punt S, dat 
op r~ ligt. Immers: er is géén eiirkel om S, die gei:teel in Gz ligt, 
omdat in elke cirkel 0m 5 buitenpunten van Gz doordringen, op 
grond van de definitie van benedenste grens. [n elke drkel · om S 
dringt echter G: door: alle puntem 0p PS (onverlengcl.~ minnen die 
cirkel zijn n.l. punten va,n Ga; \.vas er toch een buitenpmnt 'h>ij, dan 
was de benedenste grems te veukleinen. $ is clus JDUin;f van I'z. 

Het aldus bepaalde ~unt van 1 z is vanuit !l?z laFJ.gs l beteikbaar 
(zie de definitie vrun § 2'b) . 

. . 
1, 

qO'-.JW.J....L.l..-.l..---'---..:.:.X~-a=s--....1..hO-➔ 

Fig. 2. Voorbeeld wan een algemeene jordan
Ju;omrne met Piet beF"'ikbare wunten. 

Een algerneene Jorcilan-kromme kan eohteu óók pumben be
vatten, €!ie 11uet 'ber.eiJ!lbaa;r, zijn, im_ fiegenstelling met de eenv0l!l
<dige 1[0rdain-kv0.mme {§ lb). 

Voor.beel'd l: De pmnten van h.et d.eel: x = O; (i) ;s;; y < ½ van 

.• . . 
: .. . 



12 

de Jord. kromme, die IDest.aat uit de z.ijdeR van net vieFkant met 
(0,0), (0,1), (1,1); (1,0) tet hoekpunteA en de fo0d1lijnen tev lengte 

. 1 
van }. in de punten ;\: = n (n = 2, 3, 41 . . . . ) van de x-as 0p deze 

opge1:icht, z,ijn vanuit het IDünmengebied deizer kromme miet be
reikbaar. - Zie füg. 2. 

· Fig. 3. V00.beek1 eener algemeene Jorman-kr0m
m.e met 2 niet-puntvormige rande!ementen en met 
een ranclpunt van aftelbaali onc:ndige veelv!-]1-

dighefol.. 

Voorbeeld II: (van CARAffHE©lIDORV 22)). JBesd'iouw à_e eemheids
cirke], em die bogen van €Le ci.Fkels d@or de pninten 

z = + 1 en z = - 1, 
die de reëele as snij'delil 0:mciie,r hoeken 

,v n -1 ~ 
a = + 2 · -n- .... (,n = 2, 3, 4 .... ), 

\ 

vo0rzo0ver deze bogen minnem me eenheicdseirJ;kel en buiten de 
cirkel I z - l 1 =} 1iggen. De oirkel vormt met deze lbogen eeA 
Jordan-kromme, waarvam alle fUntem valil de eenheidsoirkel, met 
uitzondering va,n de pmrten z = ± ·1, niet beFeikbaar 7iijn. -
Zie fig. 3. 

22) C,rnA".l'HEODORY, Ül!>eJJ d!ie Winkelcler:ivierten enz., blz. 52, ~ie ~) 

r, 
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De eigenschap van een eenvoudige Jordan-kromme, genoemd m 
§ 2a, geldt evenmin voor elke algemeene Jordan-kromme. 

Fig. 4 geeft een voorbeeld van een algemeene Jordan-krom
me, die het vlak in 4 gebieden verdeelt. Het gebied is ;,spiraal
YOrmig gewonden" om een cirkel met straal r, d.w.z. de rand 
bestaat uit twee deelen, die elk asymptotisch tot die cirkel na-

IfT 

Fig. :et. Voorbeeld eener algemeene Joi;dan
kromme, die het Ylak in 4 gebieden verdeelt. 

• deren, terwijl het gebied tevens ,.,spiraalvormig gewonden" is bin
nen een cirkel met straal R > r, d.w.z. dat de genoemde cleelen 
,·an de rand de cirkel met straal R van binnen asymptotisch 
benader~n 23). Door "vertakking der spiraalarmen" kan men uit 
.dit voorbeeld ee,i krotw1ne a/tei:den, die het vlak im efln wittekemig 
aantal gebiedm (eventueet oneind_ig veel) verdeelt. . 

§ 4 - Be.wijs van Wolff van de Stelling van Osgood 
Aan het bewijs van \.VoLFF 2'1) vam, de steUing vath OscooD over 

de continue, één-éénduidige correspondentie van de punten van 
de eenheidsci rkel I',., ( ! w 1 = 1), op welks binnengebied door de 

za) E. STuo:.-, Konforme Abbildung einfach-;msammcnhängender Be
reiche, 1913, blz. 44. 

ZJ) J. WoLFF, Sur la représentation conforme; Verlïlagen Kon. Ak. van 
Wetensoh., 25 Jan. J 930: blz. 96. 
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holomorfe functie w = f (i) het enkellvoudig sa,menhangencl, schlicht 
gebied Gz, begreJ;lsd <door een eenvomdige Jo11dain-kr0mme r(, 
één aan één en c0nform w0rdt afgebeeld, met de puntel'l van deze 
kromme I'z, laten we e:em drietal hulf)Stellingen vo0rnfgaan. 

H ulpstelbing I. 

011-derstelt11ig: De hotomorfe /umctie w = f (z) beeldt liet eimd,,,:ge 
gebied G. af op /zet e1md1:ge geb1:ed Gl(/; oprpe1,vla.kte 
va,n G," = tw. 

Bewerimg: fl dw12 àz d0=1w. 

Bew1~·s: SteHen we z = x + ·iy en w = 1,t, + iv, dlan zijn 1,(, en ,· 
iiuncties van x eN y, die v0ldoen aail'l de differentiaalvergelijkingen 
van CAUCHY-R.[1'E-MANN: 

è)u, è)v èu è)v 
è)x = èy ' cly - - è)x · 

Met ll>ehu1p va,Jil deze betrekkingelil gaat G!e fonctionaalcleterminant 

~ u, v l = t>u ov _ dl:fi _ l'Jv 
( x y ~ ox èy oy ox 

0ver' in (
è)u,)2 + (è)u,)2· 
è)x è)y 

Uit: f'(z) = àw + 1:. ~ = è)u - ,i . öU 
è)x è)x àx i'ly 

. t'(z) = è)u -i _ è)v = ou + ,i, _ oi~, 
è)x àx è)x èy 

waaria f'(z) t0egev0egd complex is t.o.v. f'(z}, v01gt: 

· 1 dw 1
2 = /' (z) _ /' (z) = {èw\)2 + f,è)u\ 2 = ,vu v ( 

dz \èx \oy 1 tx y~ 
< 

Bijgev0,lg is: < 

Iw = fJ dJu. dv =!Il:~~ dx dy =Il!: /2 dO. 
~ ~ ~ 

Hulp,stellmg II. 
Onde1•stelU1ig: JDe fwncttie w = f ~), holomorf •1"t>i e;z, beeldt Gz a./ 

op Gw. 
z = 'P (s) is die ve1:gehJ°kvng van een Momm:ie lz in Gz. 
lw is de beeld'kronvme iln Gw; Zengte van Zw = ku·-

0 

0 
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f 1 ~= 1 ds = kw. 

Bewijs: Men heeft: k11, = f y dtzt2' + dv2 

/., 

!\ /(d,u,)2 (dv)2 = VI ds + ds ,ds, als de eind-

punten van de kromme t= door de parame,terwaairclen s1 en s2 

àw dw .dv 
beparulcl worden,dus wegens ds = ds + 1, ds: 

lzw = f 1 :: 1 ds. 
/, 

HulpsteU-ing 111. Ongelijkheid van. Schw:arz 
Onderstel/;1mg: •ii tx\ en v (x) z~jn sommeerbaC11Y en ==- 0 orp de punt

ve1·za1mehng e: a < x < b. 

Bewer·itng: 

Bew-i;is: 

f [ru, (x) +À. V (xrn2 j [u (x)J2 + 22 . Ju, (x) . V (;11) + 22 .f [v (x)]2 

C: ,· t-,' c:: 

is een definiet p0sitieve kwadratische vorm (pos. voor alle JJeëele 
:waarden van l). 

8 

De discr,imina.nt van dle vorm is clus positief. 
Hieruit volgt de juistheid cl.er bewedng. 

Methode \\an Wolff 
Gnd:ersteltimg: 10 = f fz), hoZomor/ •in Gz beeldt dit, enkelvoud1:g 

sanienhcvngend, schvicht en evndlig ondersteld gebied, 
a.j op de eenheidscvrkelschij/ Gw (1 w 1 < 1 ). 
a111 -is een pimt vcun de rrcmd T'w va,n Gw. 
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Bewcri·ng: Er ,,;s een s-u1:te c,ill'IMtbogen b·Îtnntm &w, met aw tet 
centrum,, en met straal e,1 -► ©, z6ódcvnig, dat voer 
de lengte lz" v.a.,,i de beelàlkronmt.e geldt,: 

lz,. -,, (i) voor n -> oo. 

Bewijs: N0em Yw" dàJt deel va.n cle @irkeJ0mtrel< met c1,i,, als 
eentrum en e,~ als straiail, dat bimnen Gw 1ig:t. 

Dan beweren w€: 
Er .is een suite g:e:tal1en e11 -► 0 vo0F ~i -► oo, waaL·vo0r: 

~\ ä 12 e,ij d
1
: ds - ,Q, v0or 1-~ -,, 00 , , ... 

Anders t0ch was er een e. > 0 en een ó > 0, zóódait 

· 1·1 àz !2 

dis> .: v00r e < ó, 
• d-w e 
r,,. 

waarnit zou volgeJ71: 
d 

j'ï'I d 12 r fi (U/: . dis de > j i de = oo, 
0 

( 1) 

waar:li>ij de dul;,'be1integraal uitgestrekt w0rdt over het cleelgebied 
van Gw, dat fuinmen cle ci!r;kelemfü,ek ~ligt 0m aw ails centrum etil ó 
ails straaI, en <11e ©,Ji>Ji>ervlakte voorstellt van het beeldgebied van 
ciliit deelgebied. Hiei;-do@r 0mtstaat een c0ntradictie met hulpstel
ling I, orncléllt het totale beel<ïlge'bie€l G= van G,o eirndîg ondersteld is. 

De lengte tr" van rz,., 0eel<1l.lkror.n1:ne vat:1 rw" w@udt v0lgems hulp:
stelling I] vo0Fgestel~ door: 

111:1 ds. 

Passen we Nl!l hulpstelling ril] toe, 

u,(x) = 1 :; / en v (x) = 1 nemencl, 

dam vinden we: 

voor 11, -, oo, op gr0nd van (! ). 
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Hieruit vcilgt: de lengte iz. ::van de beeldkr0mme heeft nul tot 
~.imiefi, wa~ we bewijzen wiilclen. 

Gevolge-n: a) 2ig' IJVU, f'z een ee11,voud11ge Jor,dwn-kt'omme, datn tt"~ken 
de kt'Onmien rz" zich SCl!men tot één bepaald pwnt az van I'z. 

Bewi:js: vVe lDeschouwen de gebieden Bz,., begrensd door r,:. 
en een deel van I'z (en waarvan de punten ibeefolpunten z,ijn VMl 

binnenp1mten der cirkels 0m aw met e11 als straail). We voegen 
aan D,,,. de rand toe, en noemen het afges10teN gelDied Dz,,. 

Beschouw de doorsnee: D = D1:, . Dz, . Dz., .... Dz,. .... 
Deze is, als doorsnee van 0neindlig v:eel in elkaair gemooscl.e, ge

sloten puntverzamelingen, niet leeg. De do0rsnee kan géén enkel 
punt van Gz bevatten, doordat eik ipumt :van Gw buiten cle cirkel 
met aw als middelpunt en ei. a[s straal lkomt te liggen, iVélinaf ze
kere n. 

De doorsnee bestaat clus uit één 0f meer punten van I'z. 
Uit de in .§ 2c bewezen stelling volgt, dat de doousnee D niet meer 

dan één punt van Tz kan bevatten, omdat, als de aifstand vaN 2 
punten van I'z tot nul nadert (met name van cle punten, waarin 
rz" op rz steunt), de diameter van lilet d.ee,l van I'z tusschen deze 
punten ook tot nul nadert. Dit ééne Ji>Unt is het in cle stelling be
doelde punt az. 

b) Voor ee,n pumtensu.ite (w,~) -> aw convet"ge{!lrt de beeldsuti,te z" 
,tot a;, en omge-keerà. 

Be-wi,js: Bui~en elke cirke[ en (müftdelpunt aw) Egt sleohts een 
eindig aantal puntem W11, dus ibuiten elk gel?Led Dz" hgt slechts 
een eindig aantall! beeldp1mten z,i, en dus géén verdlichitingsp1mt. 
Het eenige verG!ioht ingspu.nt van (wn) Hgt dus in ede à00rsnee 
v:an alle Dz,., in het punt az. Anal00g als we de ro] van a; en aw ver-
wisselen. ' 

i} 

c) fo het v-00rgaandle was aw een willekemrig Ji>Ulilt 0p Tw, waar
clo0r een pmit az op I'z be]!)aaild werd. iUlit het 1D0venstaait1de v0lgt 
nog niet, dait met een wiillekieurig p1mt P.z @I).> I'z één enkel p1uü 
/3w 0p r..v 00rresp0rndeert. :Dit dee1 van hetill>ewijs is echter gemakke
lijk rtle geven. 

_Immer,s, ais er met een puntensuite (z,,~ -> /3z een. puntensuite 
(w11} c0n;esp0Ncleende, Gl.,ie i verdiohtingspminten w1 en 1v2 0p l',o 

2 
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had, dan kunnen we IDew'ijzen, dat er punten uit G:: zijn, die c0rres
pondeeren met 2 versdii.itlende ,punten uit 6w, in stFijd IiFlet de 
correspondentie één aan één 'der gel.Dieclen Gz ero Gw. 

Op grond \\fan het voorgaande bestaat er toch zo0wel voor 
punt w1 als vooF punt w2 een suite, e111 vesp>. e11,, zo@Gla,t de cirkels 
met deze stralen 0m w1 ea w2 ifueséhreven zi0h sa,menti;ekken tot Pr
Neemt rnen nu en, en e11 , z<f>ó klein, <!l:ait deze cirkels buiiiten elkaar 
vaHen, daTI zal een p1:1n:t1 dat 1igt :in de doorsnee van de beelden 
der lensvormige deelen van Gw, ©©Of de ,twee cirkels om Wrt en W2 

bepaal'd, tw,ee beelden in het w-vlaik ~noeten beblDen, één in elk 
dei: gen@emde i:emsvoumige deelen, in strijd met de correspon
dentie één aam1 één deu gebie<den Gs en Gi.,. 

Er is <dus maau éém punt ~w. met een not dit punt co1iJ.vergee
rend stelsel vam wntrnheerende eir.kels, wie~· beelden tot f3=. con
vergeeFen. 

Hiermee is de coi:respondentie één aan één der. krommen. l"'z en 
I'w volledig aangetoond, voor het gev:al I',, een een~oudige Jordan
kromrne is. ,, 

Opmerkimgeni: Val<l. de taluijke 1.Dewijzen, die van de Ste!lling van 
ÜSGOOID gegeven zij!Il, noemen w;ij ·die yan CAIV\TiHiEODOR\f , CO'tc:
RANT, K@EBE, 1..]NIDEL©F en f ABER 25). Het bewijs van WoLFr- is 
qet nauwst verwant aain dat vain G@URANT en ]•ABER. 

Het bewiefs vam, COURANT is gebaseerd OJl> de gelijkmatige c0mti
nuiteit deF afbeeldings:fo@ctie w = f (z), <die, bij COURANT, Gz niel9 

aifueeldt op de eenhefolsesirkelschijf, maar op een Schlit7--gebied: 
het w-v'lak, mimHs een 1ijnsegme!il,fi, evenwijci.ig aa.n Gie reëele as 
van het w-vlak. Het bewijs. van die geli1kma1t ige c0ntiinuite1t steunt 
o.m. 0p <de oppervlaikte-integma] uit lhul1i)stelling l en de onge-

0 

25) CARA"FHJWDOR~, .i\iaith. Annale11 73; 19~3; Ober <lie ge$nseitige l:3e
Zliehung der Ränder bei der K0nfonnen Abli>i1dung des ]nneren einer J0r
danschen Kuilive a,uf einen l{i;eis, li>lz. 305, e.v. 

COURANT, Göttinger Naoh11ichten; 1914; 'CbeF eine Eigenschaft der Ab
bildungsfunk1iionen bei Ifonformer Ali>li>ildung; blz. 101, e.:v. 

KoEBE, Crelle's j0urnal, Band l45; Jl915; Abhandlungen zur 1'heorie der 
Konformen Abbilclung; bJ,.i;. 177, e.v. 

])ANDELÖF, Comptes rendus; 26 .!Jian. l 9'14. Sur la représenta,ti0n c0nfo1·me. 
FABER, Sitzungsberichte Bayefiseben Akaclemie deF Wissenscha!ten, 

München, 1922; bk 93, e.v. · 

L. 

\ 
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lijkheicl van SçHWARZ (hulpstelling IU). De rol van de booginte
graal uit hnlpsteHing II worclrt in zekere zin overgen0men do0r 

de integraal /Ï ~; 1 d() langs een bepaalde boog van een cirkel 
• C! GOJIS/aut 

met een punt P z va,n I'= rtot centrum, welk p~mt cl0or COURANT 

t0t oorspr0ng van een p0olcoördinatensysteem (e, 0) wordt ge
kozen. 

De bewijsvoering is mindler reohtstreeksch da..n die -van \iVornF, 
in wiens bewijs de bepaling van de s0ite tot nul naderende stralen 
ea met de eigenschap ( 1) van blz. 16 als het meest wezenlijke deel 
van de methode moet worden aaingemerkt. 

De bewnj"svoer·ing vcrm F.A.BER is nauwei: aan die vain \1/0L'FF ver
want. Ook dit bewijs steunt 0,10 op>perv!akteb>escheuwingen, boog
lengtebeschouwingen en de ongelijkheid van ScHWARZ. Echter 
wordt in het bewijs het gebruik cl.er integralen 'l!Iit hulpstelling 
l en IT vermedem. :FABER voert een quadrillagé van het z-vlak 
in en werkt met benade1ïingen van oppervla,k en booglengte <foor 
I -sommen. We ontmoeten lie<.,"'{}s een stelsel vrun tot eefil ranclpunt 
contraheerende cirkels, maar deze w011den gelegd in het z-vlak. 
met een rnndpunt Pz van cle Jordan-kromme :r= tot middel
punt; tengevolge van het gedrag vébn ![~ nabij Pz voert de benade
rii:ig vain oppervlak en booglengte t0t minder eenvoudige formu
leeringen daon iblet gebruik der 'bedoelde integralen in de bewijs

"Voer.ing van WOILFF, waar het oppervlak een cirkelschijf, de boog 
één enkele ci1ïkelb00g i.s. 

De toepass1mg be!lre/f rmde de 1111,tlmaat, tot welke de methode van 
WoLFF ac1>nleicling ©aL blijken te geven (zie § 7, bfa. 23) ingeval 
van een algemeene J0nclan-k11omme als randkromme, ontbreekt 
zoowel bij F1\lBB~ als blij Cou~ANT. . . 

G' 

§ 5 - €ontinuiteit der r;andcorr-espondentie 
Aan het bew~~$ van cle stelling vain OscooD ontbreekt nog het 

bewijs VCIIJ1, de conftimu,itf/ib i.n cle correspondentie ~an de randpunten. 

Qnderstelfti,ng: (zn) is een piinte;rtswi:te op f':,; lim Zn = z*, 

w,. ·is het pumt op !I'w, dat act1J1, Zn op I~. e,n 
w* is het pimt op I',1.>, dat aan z* op I': volgens § 4 
•is toegevoegd . 
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Bewen>ng: lim. w,~ = w*. 

Bewi:fs: Sla @m z11 een cirkel met straaJI ! , en 0m w,~ eveneens; . n 
kies een pulilt z,i' uiit het geb>ie<il, clait die eerste eirJ.nkelsGhijf gemeen 
heeft met het be.erd van de <d.0orsnee vain de ~;weecle met 'Gw. Noem 
het lDeel<dpunt w,,.'. 

Dam gel€lt: lim z11' =z*, v0igens €ie ccmstrueti_e, 
1'-►0') 

en Jim w'1, = w*, v0ig,elils § 4. . . 
n->.c:o 

V0lgens de eons'trudie is iV@0rts: lün ~w,,' -w,,) = 0, 

das ]im w11' = lim W11 • 
n-►rn ,,i->oo 

Uit (1) ei:i. (2) v0lgt: · I~m w,~ = w* 26). 
IJ.-►C:O 

( 1) 

(2) 

§ 6 - IDe coi;respondentie tusschen de rand I~ en de r:and !l:;v, 
ingeval Irz een algemeene Jor.dan-lc,romme is 

De e0nchasie valil § 4, gevolg a, dat de doorsm.ee ID der samen
trekkemle gesloteJi\ gebieden Dz" éé~ wunt is, veriVa.lit, imclien we 
de onderstefüing, @ait Fz een eenv0udige ]0roaim-kFomme is, 
laten vewaHem. De cl!iameter van eel\l deelboog· 'P1P,, eener alge
m.eelile. Jiordain-kt0mme :kan n.l. zeer goed eera positieve fönQet 
h~bben, 00k al lieefrt: mem l[m P-n = t\ (ûe § 2e) . iDit is zeer eem-

voudig aan v0orrbeeld ] vain § 3, te ilfostreerren. 
VeFlDindilr men het punt (@, l) uit v00F't>eelcd 1i do0r een suite 

b0gem lz.,, Jililet cl.e pîmten (1, 1), en :we~ z@oàanig, dat cfte bij'h>e-

h@orende afgesloten gelDie<den "ü!Jz" blijven v0l€10elil aan 1\ .. +1 ~ :Bz,., .,\. 
clan is lilet du:icl.e1ijlt, da:it de d0ofsnee Jfl) im. <dit gevall,,bestaat uit 
het lijmsegment: x = 0; (i) en y :S;; ½-

Om de c@rresp0mcden.ftie rtuss0hen cle Fan<den l";; eR [~ iitil. dit al
gemeene geval te @verzien, v©eFen i\Ve met lDegrip .and.element in. 

<Dlildler eel'l ,yanaelernenl, toegev0egcl. aia,n een ])Ull\lt aw vän fI'w. 

verstaan we de cl.o@Fsnee vaJil de suirte gesl0telil geliüe<iien !f>2,,, wieF 
cont@uren bestaan iten €leele u-it dee]b@gen va.n I'z , tren cleele uit 

26) ~ie: <C-ARATHE0PORY, Maithem. Annalen 73; 119~3; blz. 315, e.v. 
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€Ie beefolen van een suite t0t aw samentrekkende cirkelbogen. 
'hlit het fäe@Iïema van °WG>LFF u,j,t § 5.volgt nu terstond: 

met elk punt aio 0p 'I'w c0rnes,ou€l.eert ééA ra,ndelement van I'z. 

Deze ran€lelernenten w~ren ~n het geva~ vain een eenvoudige 
J0rdan~kr0rome :p>unt en, maao: lbeh0even dait: volgens lil.et boven
staande niet te zijn ibij een. a[gerneene ra.ond. 

Om te bewijzen, d rut met 2 vers<shi[leR@e i)))U<ll1te11 w1 en w2 van T.., 
niet één~elfde rnn<derement kan overeenstemmen, moetei:1 w~ eerst 
aangeve11,, wa1vnee1' we 2 rYiCllndelernenlen geUjk, ieJcmnee~ versclvilltmd 

1noe1nen . 
Onder t wee gel-i1ïte 1randelementen, fuepaa,ld do0r de suites 

(Dz,.) en ([!)' z,.) 

v ain samentrekkende gesloten geb>ieclen, verstaat men randlelemen
ten, waarbij elke Dz" met ellke l>' :;,. [[l)UtnteR van het gebied· G:: 
gemeen heeft; men noemt @e rnnclelernenten verso7vitlend, als 
er een 1'v en een n/ zijn te ber>ailen, zóóctlat Dz" en 15' z" géén wunten 
van Gz meer gemeen hebbeA. 

Indien nu met 2 verschil!l:en€le ;wunten w 11. en. Wz. van l!'w één rand
element Rz va.n I':: coTiïeSJDondeeJJde, d aiH kon men eem sui1le JJn.mten 
(zn) aamgeve:n gelegen in (Dz,J en in (D::.,), waa;pvan de beelden 
in het w-vlak, vo0r n groot genoeg, z@uden liggen foa 2 bui.ten elkaar 
gelegen cirkels om wil! en w 2, zoodat de 00rresp0ndemtie één aa;n één 
der binnengebieden o;wgeh.even zou 2:ijm. 

'> D00n1lat, z00als gemakkel1ijk valt in t~ zien, met elk.f p1:mten
sui1le, <die rt0t één. 0ti meer punten van eenzelfde randelement R:; 
van IFz conver,geert, een Jl>Un1iensuite (w.,) corres10'ndee:ut, die min
stens I verdichtingspmnt 0JD I'to heefit, c0rnesp0nàeert er, met Gl:it 
rnndelement 0p grom! cler fuev✓.e,zen stellingen juist één punt ,va;n I'.,,. 

Mier.mee is de één-éënduidige co1,r.espondentie tusschen de punte,n 
valt ifïw ent,,de iandelelfienten iVan !/!':; bew.ezen. 

§ 'il - V:eelvuldigheid van een r:andpunt 
[nclien in één p>0nt va,n d'e rnnd Tz iVan eer,i gebiecl G$ n ver

sdhill.em.de raa<il~lementen liggen, noemt men dit ranclpunt een 
n-voiul,ïg ran(i,P,unt. 

De rnRd,pur,ite1il. v:aR een eernvoudige J0r,dan-kr0mme z,ijn op 
g,x,0n~ van § 4 allle enkelvoudig. 

~ Is men een kr,0mme lz in G:: kan. leggen, die van eea rand-
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punt P = naar dit rnlilc:dpunt tLeruggaat, maair die randpmnten vain G:: 
t:ot binn~nptni.ten heeft, dam is P: een meenv0wàig r,an©iJi>Unt. Men 
kan zeggen, dat elk iin P:: uitrnoFldend uitleincl'e iV<IIJil b:: een t:aAd
element bepaaNL IDe kro'mmen kz,., die, ©ID P= sairmentr.ekkea€1, de 

I 

verschillende ranclelementen 11elpen be}Dalle'N, vindt men hu.r., <foor 
op zo0'i;i. uiteinde een tot P= oonvergeeren<ll.e }l>Unteiweelcs ~11) aan 
te 0.emen, eR een stel O©lil€eFJ.trische cir-kels te l'egge1~ rn0t P~ als 
middelpunt cl001i de p1mten Zn. lDe ih>0gen, die men kFijgt, d'oor uit
gaande varn z11 de d©@lî edit }l>Unrt gaaJilde oi11keJ te verv0lgen, naar 
weerskanten, t©t men een raiF1.clpunt ©ntmoet, kalil men kiezen tot 
h@ge11 kz.,. 

V 00rbeeld V{JJn aftelbaa,r oneirnilige veelvuld,,igheJid 
Besch0n:w het tweede -voor.beeld van § 3, lDlz. 12. '.Beschrijft men 

een 0ir,kel met z = - 1 t0t rni€lcdelpum,t en eii ~< 1) tot straal, 
cla,n worrdlt <1leze cirkel <i100r €1.e algemeene Jo!idarn-kr,omme in 
aftelbaar 0nein@,ig veel b0gen vercleel€l (waairva n we Cllie buiten 
de eelil.heidlsciukel l.Duiif.en: 0eschou,wing laten) en die ziGh voor 
en --- 0 alle tot vercschillen<ile rramdelernenten , alle éénpuntig en 
in - 1 geEegen; same1~b·el{ken. Mei!: z = - 1 wrresp0ncleelien op 
de eenbeids<;:irkel I'w aiiiitelbaa,r veel punten. 

V 001Jbeeld vam oneind1:ge veewu,Zd,i,gheid 11a1-i de. 111.aeht1;gheJid vam 
het eont1:n:1,1;u,m 27). 

Besohol!lw de b@venste fue1tt van die om @ 0eschreve11 eenheids-

Fig. 5. V001'beelà va,n een 1ëandpnnt :wan onein
dige veelvul<tligheid met die maehtigheicl van het 

e0n~inuum (<Ca.ratheodory,). 

cirkel, en JPaS @p de imaginaiire as een stuk ter leNgtie van :~ ai<f, oio 
de stra.len met argument 'fn; elil. §:1r stuRik_en terr Eengte van ½, a,lge-

27) CL CARATHlWIDOR\{, Ma,th. Annalen 73; 19113; l>lz. 363. 

\ 
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meen: O]> d'e strnlen meil a,rgurnent 1!. n (P en q 0nderling oncileel
q 

baar) stult}{<Ml ter lengte v,a,n !. Al deze hjinsegmentem !1]et halve 
q . 

cirkel <m. :mid€lellijn vormen de imnd fI'1: :vam ee.n gel:Diecd, Gz. Zie fjg. 5. 
De oorsprong O is va.Buit geli>ied r,;; be,reikbaair la,ngs e!lke straail 

met a,rgument an,. als a onmeetibawr is. Twee versehillende stralen 
deiiniëeJJen 2 versohiM!ende ran<ilelementen, z00ails iibiijkt uit het 
feit, <ilat meiJ die stralen do@r een kromme birm.eirl. Gs kan vel'binclen, 
die randpunten van Gz t.ot inwendige pmnten heeft. Het aao.ta.11 
rnndelementen, dat in O is vereenigd, bez.it bijgev@lg· de machtig
heid van het continuum. 

Voor de verzameling va,n de beekliJ.!>unten ©tP <de eenhei<i.lseirkel 
f1. geldt nu de volgende stelling 28). 

Onderstel#ng: Pz is randp·wrtt van G:; en behooft iot een 0netilJ'tiJ,ig 
a.anta.l 11andelementen Rz van, [~; 
lfl = / (z) ·beeldt Gz af op de ee,nheidsoürkel Gw: 
•ratnd: T'f(!. ., 
De ra.ndelemente;n l?.:: conespondeeum, met de pwnt-
verza·1neUng (¾) op T.u. 

Bewer•inig: De pun'tlverzClllneUng (aw) is van de maat nul. 

Bewijs: De bewijsvoeriug J00pt pa-raJUel na.et 01ie :v:an § 4, 1>12. 1. 
1Besch.0uw een ci,rkel met P:1 als miclde1pur'lt en en a,ls straal, 

1in noem de bogei;i vain deze ciFkei, v00rz0over ze binnen G:; Hg
gef'l, achteveenv0Igens: 

'Y(l) . y<Z> . .ï"3) . . . . . '\/(,,,) ...• 
Zn ' Zu ' Z>t ' f ' Zn 

Dan bewerea we: 
er Js een su,ite getaJl,len en_.. 0, iV00r n -> oo, waarv0or: 

• f 911 ·f l ~: 12 ds'-► © w'00r n -► oo ...... {!) 

m-='L "c .. > 
t r.z11 

Ai;i_clers t©Gfu was er eem e > (j) en een ö > ()), zóó€1.a1t 

lf00u e < 6, 

28) J. ~YOLFF, 'Ver-slagen KA."· W. 25 J,an. rn30; bl2. 9fl. 



waaruit zou volgen: 

Mei: Gt' w01·0.t Toe€10eld het <deelge@ied vain G;, dart binnen €Ie 
cirltel0n1J11ek om aw als mi<d<delpunt en 1:5 ruls s1waal ligt, v00rnoover 
het 0eg11ensd WOli@t 0.00r ®00g zt'. ]i),e ~ll!lifubeli,ntegraal @ver dit 
gebied is gel,ij!k aa.n Gle opr>erv:Jal.t.te iV?Jn het beelclgemied van dit 
d.eelgebiecd. IDe s0m Gier cl:ubbeliinliegFaile'.Jil st.e'[;t een deel van de 
eincdig 0ncdersteMe ©ID;f)ervlélkkle 'V:a,n het beefolgeli>ie€1 G:: voor, en 
kan dus niet oo zi11il. Jl-[iemit v0Jgt het bestaa<Jil vaJil een suite ge
ta.l'Ien (e11) met €le eigenscfuap (1 ). 

N0emen we t;;;:, €1.e ~engte van de b0og iFl he,t w-vüuk, drie beeld 
is va..n. r::> en § n ede s0m :van de -~engten d.ezer beefolkii0mmen, 
dan gefolt, @p gF0n<d van de @ngelijkheid va.in SCHWARZ: 

s:~ = r [\!:\ ~s1 2 

< [ [l~:r. as·i · [ .[ ds l 
~ (111) ~ (r;i) 'z: (m) 

Yw" Yw" Yw" 
111= t; 111-= 1 111 =1 . 

H!ie11uit volgt, cfat me som :vain. G11e lengten <der lbeel<ilkrnmmen 
vo01ï n ->- oo nul t0t fümiet heef,t . 

De pu,ntve1:zal/neZing 0fP I'w, waMoP, deze kr.otnmien, zich sa;1ne,n
trekken, is d)u,s van de maat nul. 



PIOOIF[I)STUK rr 

CONTRACTIE~HErOf.RiEMA VAN SCHW .ARZ 

§ 8 - Dekpunt der transformatie in de oorsprong 
a) Als/ (z) liolomor/ 1:s voor I z 1 < 1 en 11 (z) 1 < 1 voor I z 1 < 1, 

terwûjl f (0) = 0, geldt voor elk punt z met I z 1 < J de onge!:zj'kheid: 

1 t (z~ 1 -< 1 z 1 

Beu11j·s: z = 0 is nulpunt vam / (z), waaruit de hol0m0i:fie van 

1p (z) = / (z) voor I z 1 < 1 volgt . 
z 

De modulus van ,,p (z~ bereikt voor I z 1 ;s;; (! < 1 zijn maximum 
op de rand van deze oirk,elschijf, dus: 

• 

l / (:t) 1--- _1' = vo©r elke e > 1 z I en < I , 
z ' (! 

waairuit v0lgt: I / (z) 1 < 1 z 1 20). 

b~ Indien voor één pimt z = z1 geldt: ! f (z1) 1 = 1 z1 1, geldt de 
geti,jllheidi 1 / ~z) 1 = 1 z I voor àlle p·wnten z met I z 1 < 7 ,· de f1,1rnct•ie 

0 . 

is dC/111, wneaitr m z, en wet: / (z) = e-ie . z, 0 1'eëel. 

Bewijs: V0lgens de stelli~g va,n de geli>iecl.soverdraeht moet, 
imlien 1p (:t) geen consta.nte is, d0011 w = ~P (z/ eem 0mgeving va.n z1 

op, een omgeving vain 1p (z1) wom!len aifgeli>eelGl, z0ocilat, ingeval 
l 1p (z1) 1 = 1 is, er punten z zijn me,t 1 11/J (z) 1 > 1, in strij€1 met § Sa. 

rip (z~ is dus eem c0nstainte, waairvain wegens \ 1p (z~) 1 = 1, de 
m0ddh1s 1 is. 

. · . 'lfl (z) = ei6 en f (z) = eile . z. 

Oprne,r,kvng: bij a en b. We kiunnen, indien we de eenheidscirkels 
C~ et1 C; va,:n w-vlak en z-vlak op elkaar gelegm dlen~en, dit theo
rema van SCHiWARZ 00k a.v. im woonden ih>i:eng,en: 

29) ::Hi. A. ScawARZ en C. CA!RA1'H•EOD©RY, t .a.p., 1100t ?) . 
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Als w = f (z) de eenheidso,;rkelsclvij/ vam het z-vtak a1beeldt op ee1n1 

gebied bi·nnen de eenhet"dsàrkel va1~ het w-vlal~ M~ 0 vastlaat, dcm, zat 
het beeld van etk pwnt z komen te tiggen bi1men of op de c1';rltelombrel? 
door z ·1net O als middelpwnt. Indien het be~ld van eewi:g p-wnt z op de 
genoemde cirkel komt te Ugge11,, geldt deze e,i,ge,nschap voor alle pumten._ 
De tram,sjormat1:e •1:s dan een rotatie 01111 (,). 

c) Voor f (z) geldt, ·imd·ien de /1unct1:e m:et UneailY ·is, ! /'(O) 1 < J, 

Bewi:js: Uit a volgt: 

1 /'(O) 1 =;~~ j f;z~ j ~ 1. 

Indien het gelijkteeken geldt, zal de tt:ansformatie y = f (z) een 
z 

0mgeving van z = 0 met een omgeving van y = 1 doen corres
poncleeren. Dit beteekent echter, dat er in een omgeving van 

z = O punten zijn, waarvoor / 1 (z) j > 1, in strijd met ~ 8a, tenzij 
i (z) = ·e/Ji z. z r 

De stelling volgt ook uit de integraa,l van CAUCHY. 

Indien f' (0) =j=. 0 (anders toch was het gestelde zonder bewijs 
duidelijk), iis eT een omgeving van z = 0 met /' (0) =jé 0, waarin 
we een cirkel met O als middelpunt en e als straal kunnen legge1J, 
zóódat: 

/:(0) = 2~i:J1;;) dt. 

0, 

Hieruit volgt, door het schattingstheorema voor de integraal toe 
te passen: ' 

1 /' (0) 1 < 
2
l.. . 2n e . e2 = 1. 
:n: e 

d) De eem:ge /wnct1:es, dti:e de ermheidscvrketsch11J conform op zichzelf 
afbeelden met de oorsprong als d~kpimt, zi,jn de linewe /,u_ncûes 
van de vonn,: w = e-i/J . z, e reëel. 

Bezenjs: Nu is niet alleen j w 1 ::;;; 1 z I voor I z 1 < 1, maar ook 
1 z 1 ~ 1 w I voor I w 1 < 1, waaruit j w 1 = l·z 1, dus w = ei/J. z 
volgt. 

... 
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e) Uniciteitsstelling t.o.v. de aJ/beeld,mg VClll1! een ewkelvqud,ig sa;men
lia·ngflnd gebied Gz op de een)1.eüi,scirkelschij,/ G~ 30). 

OndflrsteUvng: w = /1 (z) en w = /2 (z) beeZdfln beide het M1,ketv. 
sC1Jme11,hamgenil, gebied G:; af op Gw (j w 1 < 1). 
z = 0 ·is een, punt; van Gz; A (0) = f2 (0) = 0. 
Beide a/beeldvngen laten de rich/Jing van de positieve 
reëele as in O 1>rvvC11Y1:ant. 

Bewervng: /1 (z) = /2 (z). 

Bew1ijs: Als z = <p1 (w) de inverse functie is van w = /1 (z), is 
/ 2 j q,1,{w) ! een holomorfe functie in Gw, die deze cirkelschijf op 
zichzelf afbeeldt en re1=Ü invariant laat. Volgens de vorige stelling 
is dus l /1 (z) j = 1 / 2 (z) 1, m.a.w.: /1 (z) = eiO. / 2 (z). Alle rich
tingen in de oorsprong worden dus door deze transformatie over 
een hoek 8 gedrnaid: omdat voor één richting (die der pos. reëele 
as) gegeven is, dat (J = 0, is O - 0 en dus /1 (z) _ /2 (z). 

/) Als / (z) holom.or/ is 1:n een gebied Gz, dat een c-irkelschij/ 1 z 1 < r 
bevat, tenel'ijl Gz deelgebied 1:s van I z 1 < R (met R > r), dan zal, 
·i•ndien aam de holomor/e j,1,m;tie w = f (z) behalve de voorwaarde 
/ ( 0) = 0 de voorwaarde I f' ( 0) 1 = 1 wordt opgelegd en deze /11,mct·ie 
Ç-= afbeeldt op de árhelschi.j/ Gw (Lw 1 < e), voldac11n z1j'n aam,: 
,,, :5: Q :5: R. 31) 

Bew(js: Stelt men ~ = w' en : = z', clan wordt de cirkelschijf: 
~ e r . 

1 z' ; < 1 a,fgebeeld op een gebied I w' 1 < 1, zoodat volgens § 8c 

i !;' 1-== 1 is voor z' = O; het · gelijkteeken geldt slechts als G:; 

samenvalt met het gebied I z 1 < ·r. 

Uit 

volgt: 

Stelt n1en 
w z 
(! = w' en R. =z", 

30) CARATHEODORY, Math. Annal_en 72, 19'12, blz. 111. 
31) FABER, t.a.p., zie noot~~). 

( 1) 
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dan wordt de cirkelschi1f: 1 w' 1 < 1 aifgebeeld 0}:> het gebied 

! z" 1 < 1, 

l

dz"·\-== zo0dat volgens § tk dw' = 1 

is v00r w' = 0; het geli1kteeken gelcilt sleclil.ts, al,5 ·is:: samenvalt 
met het gebiecl, \ z 1 < r. 

. dz" _ dz" dz dw dz (! 1 dz l 
U1t dw' - dz . dw . dw' = dw . R. en dw = l voor w = 0 

volgt: . e -== R . . . . . . . . . . . . . . (2) 

Valt Gs noclil. met I z 1 < r, noch met I z \ < R samen, d ain is: 

r < e < R. 

Gevolg: De vn deze stellimg bedoeZde /1,mctie beeldt \ z \ < i:r. (2 -== 1) 
af op een gebied bi1vnen I w 1 = J.e. 

Bewijs: Uit § 8a volgt 1 ~ 1 < 1; 1• waaruit de eigenschap volgt. 

§ 9 - Dekpunt der transformatie ;liet in de oorsprong 
a) Als f (z) holomor/ is voor I z 1 < 1 en I f (z) 1 < 1 voor \ z 1 < 1, 

terwijl f (,z) = z een wortel z = a heeft bi111nen \ z \ = 1, - m.a.w. 
als a dekpunt ·is VClln de fransfor11iatie w = j (z), - zat het beetd 
w = f (z) van elk p-unt z uit \ z \ < 1 komen te Uggen bÏtntlie1i of op· de 
cvrkelomtrek door z, die tot de bimdeli behoort, waarvan de eenheids
cirkel en het als nulc11Ykei beschouwde punt a twee exenipl({f}'e1i û,jn.

0 

De tweede nulcfrkel vain deze bundel is het pnnt l, als a de toege-
a 

woegdJ complexe waarcle va,n a is; we stellen de bedoelde bundel 

v0or door ( a, 1), d.i. door cle ~uloirkels, die hem bepal~n. 

Indien voor één punt z' het pumt w' = f (z') op de cfflkel door z' 

,wi:t de bund~l ( a, ~) li,gt, geldt deze eigenschap voor atte punten en de 

f-wnctie w = / (,z) is tinea1:1t. 
Voor de @fgeleide 11111 het punt a geldi: \ /' (a) j < 1. 

Bewijs: ID00r de lineaire traR.sf0rmaities: 

. z-a w-a 
ç =----en w =---

1-az 1 - äw 

• 

l 
1 



;worden de eei:iheidlscirkels in z- en w-v~ak omgezet in de eenheids
cirkeJl~ i\!an_ C- en co-vlak, tenv.ijl het punt z = w = a ovef'gaat in 

het punt C = co = @, en het punt z = w = ~ in het punt 
a 

C :.._ co = oo. 

iDe oiFkels van de b~ncilel ( a: 1) c0rresp0ndeeren met de concen

trisehe oirkels met micldelpunt O . . 

t\ 

Fig. 6. Transformrutic w = rf(0), met dekpunt 
a (niet in 0). 

Hieruit volgen (z,ie fig. 6) in ver;band met § 8a en b terst0n€1 de 
eigenscha.ppen der bejde eerste alinéa's. 

dw Clll.eJ dw dl;, , · 
dz = dw · dC · àz geeft: I / (a) 1 < l, met behulp van § 8c. 

De anal:yjtische ,ititdr1,tkkitng vam de stetving wordt thans: 

1 
w -: ~ 1-=== 1 z - · a J, 
1-aw I - az 

éenm1l, als het gelti"jkteeke11, voor een·ig pwnt z geldt, de f,wnct1;e, ui = f (z) 
bepaald wordt door: • 

w-a . z-a 
=eiB--

J - ä1e1 1 - iiz' 
0 reëel. 

{elliptische transformatiej. 
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b) Nemen :we •in plaats van de eenhe'idsoi;r/lel het rechterhaf4vltck 
(R.H . V.) als hol0morfiege0ie€1 van / (z), en Jil.oemen we g_ 'het 
spiegelpunt van het dekpunt a t .0.v. de imaginair,e as, daI'I leeren 
de transfoTmélJties: 

,._z-a, w, - a 
\,- w =--, 

z-g w-~ 
waarbij de fuactie w = f (z) overgaat i.in een 1iumchie cv = F (n, 
ho1omorf vo0r I C 1 < 1, met ! w ! < 1, en O als dekpnnt, ons 

lw-al 1z-a\ 
W-g ,,c:: Z- g . 

0---------- L __ -------0 0 
~ a 

(Z=vo/· 

0 L 
reëele es 

Fig. 7. Samentrekkende otrkelbundel (a, g), al~ f (a) = a. 

<n 

0 

De geometrische inkleeding blijft vrijwél gehjk; de te beschouwen 
eirkelbundel is de b1mdel (a, g) . Zie fig. 7. 

§ 10 - Algemeenere formuleeFing van het theorema van Schwarz; 

t 
. u mono ome van -

X 

Een eenv0udige traMf0rmatie van de eenheidscir,kels G= en G ••. 
m ûehzelt levert O11s het v0lg~nde contrnctie-theorema . 

• 
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a~ A Zs w = { (z) Ji0lomorf ,,;s voor \ z 1 < 1 tm j f (z) 1 < 1 voor 
1 z 1 < }, ter,w1j'Z f (zo) = Wo,· dam geldt voor elk puint uit I z ! < 1 
de ongel,j,j'kheid 

1 i:~~:~ 1-= 1 :-=-~\ 1· 
üidien voor één1 rpu,nb het ge/;ijktedten geldb, geldt het algemeen e,n is 

de f,1mctie J (z} wnea1;1, ; ze 1:s dan, van de vonn: 

/ (z) - Wo '(J • Z - Zo O 1 • = ei --- . rreëev. 
J - Wo . / (z) 1 - Zo z' 

1 
Vooi' elk pwnt z wi.t Gz geldt: 1 /'(z) 1 -= .Z _ I z 12. 

Bew·i,js: De trainsformaties: 

Z - Zo · W-Wo C = --- en w = __ __;_ 
1 -zoz 1 - WoW 

zetten de eenheidscirkels van z- en w-vlak om in de eenheidscirkels. 
van C- .et:1. ro-vlak;. door deze transformat ies wordt w = F (C) een 
hol. functie voor ! C 1 < 1, met ! w 1 < l , terwijl .P (0) = 0. We 
kunnen dus § 8 toepassen, wàarnit de steJling volgt. 

Uit l îtll - Wo )-= J '
1
- .- ~ 0 w I volg't voor w -> ~Vo 

Z-Zo - ZoZ 

/
' ( ) I 1 - \ 1(')o 1

2 
d I / ' ( ) I __ I _ 

1 Zo -= i - 1 Zo \'1' us: z . -=: 1 - ! z !2· 

,., Een w1eetk,wnébige inte,rpretaflie voor dit geval krijgen we a.v. 
In een bu:ndel cv,-kels bepaald doo1' de 11,ulcirkels a1 e,1?; ,i2 is aam, 

-elk exem,plaM ·een getal 1 toege1;0,egd, dat awngeeft de constq,nte vtw
ho·uding van de afstanden van een pumt va:n de c,i1,kelonti,rek tot de 
punten a1 en ·a,2 • A a:·1~ de eene mûcir kel 1·s het getraZ O, aan de -Mtde,re 
het getal oo toegevoegd, aan áe maohfl(in vcvn de bumdet het getaZ 1; 
voo11 de cvr hels, die a1 als b'V/1/n&n,Pwnt bevatten is Ä. < 1, voor dtie welke. 
ci2 als bimitwpunt bevatten is Î, > 1. Voor ûke cf;r!?ef., dtie bimnen de 
c-iirkel ligt ni-et J. = lv1 < 1 is J. < 2], en voor elke c,i,rflel, d1:e binne1,i 
de cirkel l-iigt met J. = 11 > 1, ,i:s 1 > 11 . (Zie fig. 8). 

. W-'Wo 
Zie nu § ~a. [)oor de transformatie w = 

1 
_ wordt, daar 

- Wo1tll 

IW·- ·W!o 

l

·w- ~ de verh0uding van de. afstanden :van punt w tot . de 

Wo 
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0 

Fig. 8. Cirkelbundel met indices J.: 
};l < },~ < J.~ · • • · < },9 < }.10 < J.11. 

nulcirkels van bunclel (w0 , ~) voorstelt, welke verhouding we À.w 
Wo • 

noemen (constant op de cirkel qoor w, va,n deze bundel) de 
cfrkel van de bundel d0or 1e, omgezet in een cirkel met straal 

ew = I 2.w I' em O van het co-vla.ik. 
. Wo 

Evenz00 wordt de cirkel met index lz uit het z-vlak [cirkel . 

door z Uit de lrunclel (,,, .~)] omgezet in de cirkel met stra~'. 

e{ = I :: I van O :van het t-vlak. Het geval z0 = 0, dat we hier 

moeten• uitwnderen, beschom,ven we hieronder afzonderlijk. 
We hebben dain de formuleering: 
Als z Hgt op de cvrl~el met 1,nàex },z = e I zo \ van de bwndel 

(zo, } ) , l,,i;gt het beeldpimt w -~ f (z) binnen of op de oint1'ek van 
Zo • 

de cirhel w1:t de bundel (wo, ! ) met index Àw = e. j w0 1- L-igt voor 
Wo 

eem:g pwnt z het beeldpivnt . w op de omtrell van de genoemde cvrkel, 
dan geldt deze eigenschap voor alle pwnten, en f (z) is Zineair. 

b} Voor Zo = 0 w0Fdt de stelling uit a: 

1 

W-Wo I I 
1 - w1

0 
w -< : z 1, 

/ 
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'waarbij het gelijkteeken slechts .geldt! in het geval w lineair in z is. 
Ligt z ©,ID <lle ci-rkel om O met straa:l e, dan ligt het beeldpunt 

w = f (z) binnen @f op de cirkielomtrek uit àe bundel (w0 , ~J met 

index Àw = (! . 1 Wo 1- . 

Voor elk punt, z meb beeldpunt w geldt de ongelijkheid: 
il. - 1 W j =- 1 - 1 IWo 1 > 1 - 1 Wo . \ 

1 ---:- 1 Z j = 1 + 1 Z 1 . ! Wo 1 1 + 1 Wo \ · 

B,m1ijs: Stel in een figuur die punten w = · Wo en w = ~ door 
Wo 

A en A' voor en het ·snijpunt van AA' met de eenheidscirkel S . 
(Zie fig. 9). 

. - ------ - ------- +Î' 

\ 
"-..' 

Fig. 9. "" 
.. .. . 1 - j W 1 · 1 - [ Wo 1 

B1J de ongellJkhe1d: 1 -;- I z I > l + I Wo 1. 

Het beef cl.punt P' van een punt P (de aifstand tot O zij e = 1 z 1), 

valt ·in de ci1ikel van bundel (wo, ~) met index; e I Wo 1-
Wo 

N0emen we het snijpunt van deze ciFkel met AS T, dan is 

waa,ruit: 

' l - 1 Wo 12 
AT : T A' = e I Wo 1 : 1, en AA = --- , 

Wo 

AT = e u - 1 Ulo t2). 
Wo 

a 
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Voor de afstaml van S tot de cirkel, waarin het purnt P' m0et 
liggen, vinden we: · 

(1 - e~ (l - 1 Wo 1 . _ 
1 . I l I I , met e - 1 z 1, ;- Z . Wo 

waaruit de te be,,vijzen ongelijkheden volgen. · 

c) In veFbancl met de te maken toepassi11gen bespreken we, 
00k nu, afzondeFlijk het geval, dat het holomorfiegebied vMt / (z) 
het rechterhalfvlak is, in plaats van de eenheidscirkel. De formulee
ring van het contractie-the0rema wo:rdt iets eenvoudiger da,n 
in het geval, waarin f (z) in de eenheidscirkel wordt beschouwd 32). 

Onà_erstelling: w = it + iv ; z = x + yi; 
w = f (z) is holomor/ voor x > O; 
u > 0; f (zo) = W 0 ; ~o en g0 zijn de sp.iegelpwnten 
va1·i w 0 en Zo t .o.v. de imag-inafre as. 

-=== -- ; het geUjktee,J~en geldt sleeh/:s, 
1 

W - Wol I Z - Zo l 
w-~o z-go 

indien w = f (z) hne~r is, en dan steeds. 

. Z-Zo W-Wo 
Bewijs: De transformatie ( = --, w = --- levert ons, 

z-~o · w-~o 
evenals in § 96, terstond de stelling. 

Deze is nu a.v. in te kleed en: 
Als z ligt op de cirkel met 1:ndex lo = e uit de bundel (zo, ~o), ligt f) 

het beeldpimt w op of binnen, de ovrkel rnet index Àw = Q ·wit de óu,ndel 
(wo, ~o). 

Denken we ons het z-vlak en het w-vlak met de imag~naire 
assen op elkaar geJi)laatst en de punten z = iyo; w, = ·iv0 op elkaar, 
dain liggen de cirkelbundels (zo,.?o), (wo, ~o) h0mothetisch. 

Door de bundel ~zo, ~o) vanuit het punt iyo .met :: te ~ermenig

vuldigen, wo:r<len de cirkels met gelijke index uit beide bundels 
dus tot dekking gebracht. 

Hie:ruit volgt: 
Voor de abscis van het beeldpunt w = f (z) VMt een punt z geld_t: 

a2) J. Wo11FR, Comptes reJ:!dus, 7 .<\pril J:926. 

, 1 



1/,~ ::::: tWo maab de 1nvnvmale absc1is va;n de c1'irkel door. z van de bundel 
- Xo 

(zo, ;o). 

u 
d) ln · de onderstelltingen vatb c) geldt: \ t' (z) ! ~ ; · 

IBewijs: De ongehjkheid: 

1 
W - Wo 1-== 1 Z - Zo 1 
W-J!!o z-~ 

is te sohrijven als 
1 

W - Wo 1 1 Z - Zo 1 
W + u0 - ivo -== z + Xo - iyo ' 

d.i. 
I

W-Wo1-==1W--Wo + 2wol· 
z-z0 Z--Zo + 2Xo 

Voor w -► Wo volgt hieruit: J t' (z0) 1 ;;;; 1/,to_ 
. Xo . 

Omdat x 0 + iy0 een willekeurig punt uit het R.H.V. is, is hier
mee de stelling bewezen. 

. . 
e) Iniüen zil. en z2 piente11; uit het R.H. V . zijn met dezetjde or.iünaat 

(y1 = y 2), dan geldt voor de abscissen der beeldpunten w1 en w2 : 

1,t2 U1 l 
- -== - ' a s ;1:2 > Xi. 
X2 .Xl 

. . . 1 dw I ii I êJw I ie . 1 i)u 1 
1
1,1, • Bewt-JS: Uit -d == -, volgt: - -==-,dus stelltg ~ -c::: - . 

Z -x cJX X aX X 

Dan is: 

. h f 'M • . d l waarmt et monotone a nemen van - \ooor stJJgen e x vo gt. 
X 

Gevolg: Het quotiënt ~ nadert op elke rechte ,evenwijdig ,,net de ,reëele 
X 

as tot een lv1niet, welke onafhankelijk ,,;s van de gekozen rechte. (fig. l(l)). 

Bewijs: Dat het getal i! op een rechte d evenwijdig de feëele 
X 

as tot een limiet J.,t nadert, vo!gt uit de stelling, dat een monotoon 
afnemend, (althans niet toenemend,) reëel getal, dait naar beneden. 
ibegrensd is, een limiet heef( 
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î 
.; 
l __ <!_ ____ _ 

z'-➔ 

1l 
Fig. lQ. Monotonie van - . 

X 

it' • 
Noem nu de limiet, waartoe , nadert, als z' op een rechte d' 

X 

zioh naar 't oneindige verplaatst: lt1•-

Volgens c is nu: i, =:::: ·u', maal de min. abscis 
0

van de cirkel door -x 
z uit bundel (z', ~') . 

Deze minimale absois heeit t0t limiet x (voor z' ➔ oo). 
1l 

. ·. 1, =- ld· . x, of - =- Î.d'. 
X 

Dit geldt voor elk punt z van d, dus: Àd =- lt11 • 

Evenzoo is: J.t1• =- ld, door de rol van d en d' om te wisselen: 
, . • ).tl ' _:_ ).d,. 

•• 
Gevolg: Als ). de limiet is van~ voor x -> oo (y constant), dan 

geldt voor het beeldpunt w van een willekeurig pmit z u,if het RH V: 

u =- j,. x. 

§ 11 - Niet-euclidische beschouwingen 
Met behulp van de uitdrukkingswijze der niet-euclidische meet

kunde zijn we in staat,· aan het theorema van ScHWARZ, voor 
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heil: algemeene geval, dat 0mtr,ent een dekpunt der trainsformatie 
w = f (z) niets w:0rdt oncl'ersteld, een eenvoudige formnleering 
lte geven 33). 

. . 

a) We besGhouw.e,m daairt0e de ·eenheiàscvrkel als drager e~ner 
miet.euclidische meetkwnde, en wel :van een rneetkuncle van LoBAT

SOHIEWSKV of hy1rer,ib0Hsche meefäunde. liet hy_l!)erbolische vlak 
:w0rde zo0danig op cle eenheidscirkelschijf van het euclidische vlak 
argebeeJ:d, clat de cir*els, die de eenheidscirkel orthogonaal snijclen, 
<ile re_l!>resentanten ...,,,orden van de niet-eudiclische rechten; we 
n0emen clie cirkels pse1,,do-rechten 34). 

We kunnen gemakkeljjk verifiëer,en: 

I door één punt gaan 001 pseudo-rechten, 

[! door twee punten is één pseurlo-rechte bepaal<il, 

IU de psenqo-rechten door een punt P vormen in Euclidische 
zin een cirkelbundel, die rle (oFthogonaal) toegevoegde bundel 
is van de bundel, die bepaald wordt door de eenheidscirkel 
en het punt P (als nulcirkel beschouwd,) als bundelexemplaren, 

• 

IV elke psendo-rechte heeft 2 oneindig verre punten, n.l. cle 
snijpunten met de eenheidscirkel, 

V alle pseudo-rechten, getrokken door een p1.mt P binnen de 
eenheidscirkel, dat niet op een pseudo-rechte l ligt, vaLlen 
uiteen in 2 groepen: 
1 ° een groep, die l snijdt: (l1). 

2° een groep, die t niet snijdt: (~2). , 

De twee cirkels çloor P, die de.eenheirlscirkel 1000.recht snijden 
in de snijpunten van l met de eenheidscirl<eLz.ijn ciie repvesen
rtanten van de 2 evenwijdigen, we men door een punt aan een 
rech~ kan trekken. Ze behooren zelf tot de groep der niet
snijlijpen (ki en k2). - Zie fig. 11 . 

33) HK. DE Vnms, De viei-de dimensie. 
34) Vgl. ook J. A. BA-RRAU, Analytische Meetkunde, Dl. I, hoofdstuk VI, 

waar we ~ien, dat de groep der ,ti_ e. bewegi,,ngen een d~ieledige ondergreep 
is 'Van de achtledige groep der projectieve transformaties, welke onder
groep he't binnengebied van een xeëele kegelsitede (hier de eenheidscirkel) 
invariant laat. ' • 



38 

Fig. 11. I>e eenhe!dscirkel als drager eener n.e.
meetkunde. 

Vl Van een driehoek, begrensd door drie bogen van pseudo
rechten, is de som der hoeken kleiner dan 180° 35). 

b) Onder de nüt-euclidische afstand [w1w2] van 2 punten te't en w2 

binnen de eenheidscirkel c;
0 

zuJlen we verstaan: 

[ W1W2] = lg 1 (W1W:.iS1S2) !, " 
Jn deze definitie verstaan we onder (w1w 2s1s2) de dubbelver

houding: 

W1 - S1 . W2-S1, 

W1. - S2 . W2 -- S2 

waarbij S1 en Sz de snijpunten zijn van de cirkel door" W'1 en Wt., 

die c:" orthogonaal snijdt, en de punten w1iei2s1s2 op die orthogo
naalcirkel in de genoemde volgorde liggen. 

Door deze definitie van afstand is voldaan aan de eisch van de 
addiHe van a/s(anden: al::; ·w1w2w3 op éénzelfde pseudo-rechte lig
gen, is: 

36) HK. 01:: VRIES, t.a.p., blz. 125. 
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lmm.errs: 

(w[ W2S1S2) X (W2W3S1S2\ = ~wl - Si : Wz - S1) X (W2 - S1, : W:i - S1) 
\wl - Sz Wz - S2 W2 - S2 W3 - S2 

-= W1 - Si • W3 - S1 

Wi - S2 . W3 - S2 

= (% W3S1S2). 

~erder is de afstand van een ;punt w1 bot een punt van C~ on
eindig. 

Neemt me11 n.l. w2 -> s1 , dan vindt men: [w1w2] - + oo, omdat 
de factor w2 - s[ -> 0 wordt. 

Voorts is: 

[w1W2] = - [W2W1], omdat (w1W2S1S2) X (w2WJS1S2) = l. 
Voor de afstand van het middelpunt van C~ tot een punt w 

vinden we: 

1

0 - Si W - Si 1 1 W - S" 1 · 1 + 1 W 1 [o,w] = lg -- : -- = lg - -~ =lg ' · 
o - Si w - s 2 w - s1 l - 1 w 1 

Omclat de &itbbelverhouding'van -1 pwnten invar1:ant btijft bij tinea1),:e 
!1rans/ormatie, zal itv het bvjzonde1· elke lineaire t-ransfor,i,naûe, drie de 
eenheidscirkel in zichzelf omzet, den. e. afstand van 2 punten invariant 
laten. 

c) De e-i-rllels van de bu,ndel ( a, ~) zijn aequadistante krommen:· 

• de afstand van de snijpunten va.neen willekeu·r1;ge cirkel door a en; 
a, 

(orthogonale t;r,a7ectorie van de bumdel) met twee bwndelexemplaren, 
n:s onafhankeUjl~ van de gelwzen t-ra7ectorie. 

Bewijs: Door de lineaire transfor~atie l;, = r--a verandert 
-aw 

de wa"arde · van de dubbelverhouding (P1P 2S1S 2) niet, als P 1P2 
de snijpufüen va.n de orthogonale traject0rie met cle beide bundel
exemplaren zijn, en S1S2 de snijpunten met cle eenheidscirkel C:~,-
- Zie lfig. 12. . 

Door deze transformatie ontstaat uit de beicle btmdelexemplanen 
een tweetail concentrische cirkels, en uit d.e orthogona:alcirkel 
een middeHij,n. De waarde van de dubbelverhouding, door de 
beeldpunten P

1 
en P 2 op die middellijn bepaaJld, is niet afhankelijk 

van clc stand van die middellijn, waa,rui,t cle stening volgt. 
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+1 

Fig. 12. De cirkels uit een cirkelbundel als 
aequadistante kr0mmen in n.e. zin. 

:I 
:i 

Twee drkels, die C,~ fn éénzebfde ,p,wnt ,ya/um, zvjn eveneens aeq1u,a-
distante krommen. · 

Bewijs: Een inyersie doet nu de bundelexemplaren - van de 
raakbundel door de twee gegeven cirkels bepaald, - met hun 
or.thogonaalcirkels overgaan in een quadrillage, waarbij de dubbel-· 
verhouding in een enkelverhouding ontaardt, die nu blijkbaar van 
de gekozen orthogonaalcirkel onafhankelijk is.. r 

Opmerking: De cirkels die C~ raken zijn representanten van de 
horicykels 0f grenskrommen der n. e. 'meetkunde, dat zijn krommen, 
waarvan alle normalen evenwijdig loopen (d.i. in onze figuur: elkaar 
op C~ snijden). 

d) F or,mule voor de n. e. afstand van 2 punten : 

+ 1 W2--=. Wi \ 

[ ] 
} -W1W2 . 

W1W2 = lg ----=--- -=-.::...; 

I lt~-~:::21 
Bewijs: 1Door de füneaire trainsformaitie: y = w - 'Wi wordt de 

1 -w1w2 

eenheidscirkel omgezet i~ zichzel\f; de €irkelbuntel f w1 , ~ ) wordt 
_\ W1 ' 

r l 1 1 

r 
1 

1 
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@mgezet in een c@ncenl:rische cirkelbunde.J; de n. e. afstand blijft 
invariant: D'1.Y2] = [w1w2]. De cirkel w1zv2s1s2 wordt een middellijn 
do@r Y11. =0. 

Nu is: [W11.W2] = lg 1 (Wo.W2S1S2) i 
= lg l (Y1Y2S1VS2) 1 

= lg 1 (© Y2S1,,S2) ! 
=lg 1 + 1 Y2 l 

1 - 1)'2 1 

1 +I W2---:::_W.L 1 
=lg 1 - W1W2 ·. 

] 1W2 - W11 
1 -w1w2 

§ 12 - Het theorema van Schwarz in niet-euclidische formu
leering 
Vle kunnen nu het theorema van ScHWARZ a.v. formuleeren. 

a) Als w = f (z) holomorf is voor 

1 z 1 < 1 en I f (z) 1 < 1 voor I z 1 < 1, 
telJ'wiJ°l f (z1) = Wi, dcpi geldt voor ebke w = / (z) de ongelfjkhe,ü/J 

[w1w] :s:: [z1z]. 

Indien het gelijkteeken voor één punt z geldt, geldt ze algemeen, 
en is w een lineaire functie v:an z; d·e transformatie is dan een 1viet

.• eucZ. beweging. 

B . . 0 d d f t · I + x O I t ewvs: m at e unc 1e 
1 

_ x voor :s:: x < mono o@n 

toeneemt van l tot co, hebben we, in verband met § 11, laatste 
stelling, slechts te bewijzen : • 

1 r-=-:~1 ~.1 t ~~,-
!Dit is gebeurd in § 1 Qa. 

b) De ongelijkheid [w1w] -=== [z1z]laat zich a .v. in woorden brengeJ.il: 
het beeldpimt w van een punt z k&mt te f;z:ggen binnm of op de ·;viet-

euclidische cirkel met w1 _ tot n. e. l/'111tdàelp·unt, waa,rvan den. e. st,raat 
gelijk is aan de n. e. sl!J'aaZ va,n, de 111. e. C1°,r!Ml doo1' z, d1:e z1 tot 1I. e. 
middelpunt heef b 3s'). 

' 8) CiARAllHEODORY, Über die Winkelderj,..-ierten enz., blz. 40, áe '). 
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c) Uit het theorema van SCHW ARZ volgt 0nmiddlellijk, cloor af
trekking der correspondeerende n. e. strailen: 

De n. e. af stamd tu,ssohen twee c1ir!Mls 11,vit àe bu.ndel (z1, k) door 

de pum.ten z' en z" is gelij7i aan den. e. afstand tusschen de twee en/tets 

-w,:t de bmidel (w1 , l-), 1e;aa1•bi,nnen of waarop volgens het theorenia 
îe/1 . 

r 
va1i SCH\;\,' ARZ de punten w' en w" moeten ligge11. 

0 



H<DOF'.DS'îUiK III 

, UITiBREIDINGEN VAN H ET THiBt}RElVIA 

VAN SCH_W ARZ 

§ 13 a) Hûlpstelling over de vergelijking f (z) = z 
Indien w = f (z) holomorf is voor I z 1 < 1 en 1 / (z) 1 --== k < l , 

d(JJn heeft de vergelt".jking / (z) = z één wortel binnen de eenhudscirkeb. 

Bewijs: We t0onen deze stellillg aan d0or midclel van de stelling 
over de a1'g•umentsvatri-atie: de argumentsvariatie van w = / (z) 
langs een contour I'z is gelijk aan 2:n maal het aantal nulpunten 
van/ (z) binnen I'z, indien elk nulpunt met de juiste multipfü:iteü 
in rekening wordt gebracht, en / (z) =/=- 0 op I'z. 

Cf 

L._ _ _j.._ ____ _.,,,Oc,;._ ____ _,.,+k +1 

• 
F ig. 13. Argumentsvariatic van i- w. 

Voor een punt z1 op C~ (1 z 1 = 1) gelcdt, a.ls ,ve / (z1) = % 
stellen: 

arg z1 - 8 -= arg (z1 - wi) -== arg z1 + 8, 

waarin 0 de halve hoek is, waaronder men vanuLt z1 cle cirkel 
z 1 = lt ziet, dus 8 = bg sin k < "'/2 • ....'.:... Zie fig. 13. 
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Wanneer nu z d'e G-irkel0mtrek C; éémnaaJl ~@orl00pt iz;i p@sitievé 
zin, beginnen<de in z1 , zal arg z met '2n t0e'nemen. ls aiJig* (,z;t - w1) 

. de eiJil.dwaarde vai1 .arg (z - w), C!lan blijkt uit: · 

arg z1 + 2n - e -<:: arg* (z1 - w0) :: airg z1 + 2n + IJ, 

rlat arg (z - w) 'bij deze ééne omloop met 2.n moet zijn toegenomen . 
.De a:.gumentsvariatie is dus '}71, en f (z~ - z heeft één en niet mee. 
cfan één nulF>unt binnen oi op de cirkelomtrek I z 1 = k. 

b) Stelling van Wolff a7) 

Onderstelling: f (z) is h.olomorf voor I z 1 < 1; 1 f (z) 1 < 1; 
j(z) =t=-z, voo1· lz 1 < 1. 

Bewer1:ng: E1· ·is één pum,t o op I z 1 = 1 met de &1;genschap, 
dat de iransfor-matie w = f (z) de raahbumdel van 
cilrkels in z = a doet sa.menftrekken, d.w.z. dat het 
beeld van een pu.nt z lwmt te t1:ggen bt:nnen oj op 
/i:et exemplaar door z va11, de c1',rllelbwndet, waar
van de exem,ptcuren in z = a aa,n. C; 1·aken (z = a 
heet overd1'.achtelijk dekP,ul/1,t de?' tratisf onnat-ie). 

Bewiis: Beschouw de ; hulpiunctie /., (z) = (1 - 1). f (z), ·aan 

geldt v0or deze hulpfunctie: 1 /1, (z) ! < I -l
1 
< 1, voor I z ! < 1, 

zoodat de vergelijking /n ~z) = z één wortel ou heeft binnen de cirkel 

C1, om -z = 0 als midmelpunt, met r11 = I - ~ als ~traal. ~ 
n. 

Beschouw de suite a1 , o~, o3, .•. 011,, .•. 

Zjj a ·een limietpunt <dezer suite, dan kunnen we een suite (a11,.) 

extraheeren, die convergeert. Het limiet punt a = lirn 0 11,,. moet 
liggen binnen C~ of op C;. m-->~ 

Lag het pmnt a binnen C;, dan zou uit: ...., 

( 1 ...:_ __!_) . fi (a,,,,.) = a,,,,. 
1'tm 

door limiet0vergaJil.g vo0r m -->' oo volgen: 

/ (a) = a. 

37) J. WOLFF, Sur une généralisation d'un theo,i;èrne de Schwairz, C0mptes 
rendl.)s 1926, 7 April; bfa. "500, e.v. 

( 

l 

t 
lt 
lf· 
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I)j,t geval ~dekipont l'i>innen c:) is m de onderstelling uitgesl0ten. 
[)us liigt a op q. Het beeldpunt /1,,,. (z') v:an een îbi11nen C! 

gelegen punt z' ligt binnen of op de cirkelomtFek r.,,. d0or z' uit 

cle burn1lel allnu ~ ; v:oor m _,. 00 na:clert ~lm tot de etrke,l f ( 
. I ) . 

a,,.,,, 

€!oor z', cl.ie in a aaa C~ raakt. Ellt wunt buiten i' ligt buiten r "·· 
vanaf zekere mi. 

We li>eweren nu: 

f (z') = lim f11m (z') ligt binnen of op I. 
111,-►00 

Lag f (z') buiten r, dan lag /11,. (z') buiten I' vanaf zekere m, 
dus ook lDuiten I'11,;, vanaf; zekere m . En /11,,. (z') ligt binnen I'i,r.., 
zoodat / (z') niet buiten T kan liggen (zie fig. 14) . 

• 
z' 

.. 
Fig. [l4. Stelling van WOLFF. Overdr~chtelijk 

dekpunt der transfor.matie op C!. 

Het theorema is <dus bewezen, indien we nog kunnen aantoo11en, 
<lat de suite (a,~) slechts één verdichtingspunt op C; heeft. 

W~ren er twee veli-dichtingspunten a1 en a2• dan moest het 
beeldpunt / (z') van het punt z', waarin• twee cirkels l 1 en lf 2, 



46 

die resp. in Ctf en a2 aan C~ raken, elkaar uitwendig raken, b:>inne1~ 
of op I'1 en tevens binnen oi @p l"2 liggen; dus ~on / (z') = z' zijn. 
Dit is in strijd met de onderstelling, dat 

/ (z) =t- z VOOF I z 1 < I. (zie fig. 15). 

' . 
' ' ' ', 

2 

' '0: -- ----- --, 
' 

' ' 
' ' , ' , 

b" 
0 

a.1 z 

+1 

Fig. 15. Aantal overdrachtelijke dekpunten op 
C; hoogstens één. 

Uit de bewezen stelil'ing volgt onmiddellijk: 0 

de beeläsu1:te (w,,.) VCll}'t el!M tot a conve-rgeennde sm:te (z,~) convergeert 

tot a, mits: arg a - 0 -== q,,rg (a - zn) -== a;rg a + 0; () <} 
Door deze beperking vo0r het gebied, waarin Zn t0t a mag na

deren, wordt bel.7eikt, dat en-> 0 voor n - > co, als e,P de straal 
van de cirk.el door zu is, <ilie' in a aai-i C~ raakt. (zje fig. 14). 
Hieruit volgt de stelling. 

c) Het lineaire geval 
bidien voor één pimt z geldt, dat het beetdpimt w ligt àp de genoemde 

cwkel, . is dan f (z') een lineaire functie en ligt het beetdpwnt van e/,k 
pwnt z op de aangegeven wkel. 

BeeMt 'C: door eefl lineaire tra.Hsformatie (0.v. door z = z + ·a) 
~ , z-a 



af op het RH.V'., 7-@ódl,anig, dat !het invaFianit.e punt a overga~t 
Îtil het 0neindig verFe pu.nt. De ûr~el 0.Óor een pmnt z binnen <ïl.e 
eenheicflsoii;-ltel, rakend în a aain de eenheidsoirkel, wor<tlt getra,ns
formee110. in een r,echte, <il0or het beeldpunt 2 van z evenwijclig 
getrokken aam cile imaginaiire as. 

iEven200 ii;i het W-vlak. 
De functie w = / (z) wordt getransformeerscil in een functie 

W = F (Z), 

die !h0lom0r:fJ is in het R.H.V., terwijl het reëele deel van W ==-- het 
reëele deel van Z . 

Het reëele deel v~n W - Z is overal ==-- 0 en is een harmonische 
functie, die haar minimum op de rand van het gebied, waari:n 
de functie beschouwd wordt, aanneemt, tenzij €ie functie een con
stante is. Indien voor eenig iPUnt z het beeldpunt w ligt op cle 
a~ngegeven cirkel, is voor de correspondeerende punten ÏFl het 
W- en het Z-vlak: R jW-Zj =0. Dus is R !W-Z! =O. 
Het imaginaire deel, de geconjugueerde functie, is dus constant. 

Dus is W - Z = qi 'en W = Z + qi. 

Deze transformatie is een translatie, waarbij alle punten over, 
een afstand q in de richting der imaginaire as worden verschoven. 

Door de inverse transformaties van die, welke C~ en C~
0 

in cl.e 

rechterhalfvlakken omzetten (me,t name: z = a; + ! , enz.), vin

d~n we w als lineaire functie van z, terwijl elk punt w = / (z) ligt 
op de cirkel door z, cl.ie in a aan C! raakt. 

(lineaire parabolische transformatie, met dekpunt «) 

d) Omkeering van de Stelling van Wolff 
Als w = / (z) holonwr/ 1is. voor J. z 1 < 1, met I / (z) 1 < il , en 

een Mivar,ianJi punt a op C! heeft, vn welk pu,nt de rraakb-wndel door 
d-e. t->-:ansformatie w = / (z) i~ordt geconf;r,aheerd, is / (z) ~ z bunnen c:. 

De 0nderstelling, dat er een dekpunt /3 is minnen C; zou n.l. 
Çvergelijk b, laatste gedeelte) leiden tot het bestaan van n0g ·meert 
d.ekpunten, n.l. alJe comtactpunten -van <de cirkelbundels (C:, a) en 

(/3;~)• N 

Miernit zou volgen: f (z) = z. 
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§ _ 14 - Contractiet~or:ema van Julia 38) 

a) Het contractietheor:ema in hef r.echter,halfvlak 
Onde,rstelZ1:ng: w = f (z) 1:s holom.o'}jf vo'or x > 0; it > 0; 

W = U + lbV; Z = X + iy; 
Er is een pwntensu,ifo (z,~) met beeldsut:te (w,,:), waá1:-
voor gelat: 

U,i 
Z;~ -► 0, Wn -► 0 en - -~ µ, voor 1V ➔ oo. x,, 

Bewer·i111,g: De oorsp1:on,g i,s overrhachtelijk deltij)1;mt voor de 

/lransiorlfna/1/:e I (z) (11.gl. § 13b): 
µ 

B .. S u~, ..:i. 0 - B eungs: tel - = 1-' + en, l:l'an . 1s e11 -► voor n -► oo. · veng 
X,i 

door Zii de rechtè t,~ evenwijdig aam de reëele a~, dan v0lgt uit de 

rn0m!lt0nie van !." op deze rechte (vgl. § IOe), dat: 
X 

q,t, 
- < µ + en, v00r alle :r>unilen op <deze rechte met x > x,, .. 
X 

Uit § )Qd ~01gt: 1 ~: j <µ+en,• v0or genoemde punten. 

X 

Uit: w = w,, + f f'(z) . dz volgt: 

l
w-w11 /<µ+e,,, dus vo0Fn -;.co: 
X - X,i • 

lw 1 
-' -·-= µ voor x > 0, y = ©, ..... .. (1·) 

X = ' 
/UJ 

<dus stellig: - -= ,µ v0or x > 0, ru = ©. 
X :, 

Uit (1) v:ol'gt, clat voor x-► Q, y ::;= 0 , w-► 0 is. 

Stelt men nu: 1 / '..L"' - =z =X , i:y 
z ' 

t!:. = w' = w' + iv' w ' 

. . . . (2) 
• 

dain is w'(,z') een h@lomorfe fun€tie :va,n z' :v0or x~ > 0, met u/ > 0. 

38) fl. jNLIA, Extensi0n nouvelle tl'un lemme de Schwax;z, Acta Matl1e.m., t 
42; 1918, blz. 3~9, e.v. en J.ournal de Ma.thém. 83; 1918; blz. 72, e.v . 

., 
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• 1/,t' ' ZiJ. l = hm-vo0r y = 0 x' ->-oo. 
x' ' 

Stel w' = lz' + <p (z'), dan is <p (z') ho10m0rf voor x' > 0, en haar 
reëele deel is ::;,- 0 wegens u' :::;,- lx'. 

Vercl.er is voor y' = ()), x' -►- oo, daar ~ reëel is, 

R . deel v:an <p = o {x'); 

1 

"à<p I R . deel van <p <p • u' -, :::::: , -► 0, dus , -► 0, waaruit volgt , ->- J.. 
~ - X X X 

daair uit (1) volgt 1::\:::-1, is Ä::;,- 1 of u':::;,-x', dus: 

het oneindig verre punt is rainddekpuro.t van .w' (z'), dus: 

- w (z) 
de oorsprong is randdekpunt voor-- , w.t.b.w. 

µ 

En 

Zij nu I'z de cirkel door een punt z uit het rechterhalfvlak, die 
in de oorsprong aan de imaginaire as raakt, en de middellijn 
van deze cirkel d. Dan is de vergelijking:· 

x2 
- dx + y2 = 0. 

Het beeldpunt w ligt nu binnen of op de cirkelomtrek: 

u 2 - µ du + v2 = 0, 

zoodat voor het punt w geldt, 

u 2 - µ du + v2 --= 0. 

,.. Hieruit volgt: 
262 +· v2 --= x2 + y2 

-µu X 
(3) 

Deze ongelijkheid is de analytische uitdrukking voor de stelling, 

dat de oorsprong randdekpunt is voor w (z). 
µ, 

Opme,r"k:i1ig: Indien voor één punt u ilt het z-vlak in de laatste 
ongelijkheid het gelijkteeken gelàt, geldt het gelijkteeken voor 

" I 
alle punten. Passen we n.l. de transformaities z' = - en w' = !:!:.. 

z w 
weer toe, dan is voor het bedoelde punt 1t' = x', en dat deze ge
lijkheid daip. v0or _alle punten geldt, wordt bewezen als in § 13c. 

'b) 'Fransform_atie van het rechterhalfvlak op de eenheidscirkel 
Transformeer nu de rechterhalfvfakken op de een:hefolscirkels · 

1 Z 1 < I en I W 1 < l door de transfor.maties: 
4 



sw 
1 -z 1-w 

Z = -- en W = --· 
I + z 1 +w 

Met de 0O1.isprong van de haHvlaikken <1:onespondee,rt het punt 
+ 1 op de eenheidscirk~ls. 

Stelt men 

W i8w z i8z ( t · ll () •• l) . = (!JV , e , = (lz . e me (lw, (2z, Uw en z reee , 

da.in vindt men achtereenvolgens: . 

1 - w . 11 -· w 12 
w _:_ 1 + W' u.2 + v2 = . 1 + W . ; 

. 1 - ew . eiBw 1 - ei - 2i . ew . sin Ow 
u + iv = . = ~ ' 

1 + ew. e•Bw l + (lir + '2ew . cos Ow 

zoodat: 1 - e~r 1 -· 1 w 1
2 

u = 1 + e~r + 2ew. cos Ow = 11 + W 12 

Dus 'ÏS: 

u2 + v2 1 1 - W 12 . . x2 + :V2 1 1 - z 12 
it = 1 - 1 W 12• en evenz,,oo. - x- = 1 - 1 z 12· 

u,, . . 
Voorts gaat de voorwaarde - -► µ voor n -► oo over in: . x,. 

1 - 1 W" 1
2 

1 1 + Z.,, 1
2 

· (Z ) W ~ 
1 _ I Z

1
, 12 . I 1 + W" 12 -► µ, d .1. wegens 1, -> 1 en ( 11-J -► I: 

1-1 W1,.I . 
1 - 1 Z,, 1 -► µ . 

We kunnen nu het theorema a.v. formuleeren: 

Indien w = / (z) hol9mor/ i-s voor ! z 1 < 1 en I f (z) 1 < 1 voo_r 
1 z 1 < 1, en er e_en puntenreeks (zw) is, convergeerend tot+ 1, waarbij 
een beeldsi(IÏ,te (w,.) behoort, d1:e ooh tot + 1· convergeert, zoodanig, dat: 

l- j Wn 1 ·• 
- ---- -► u voor n -► oo 
1 - 1 z" 1 ' , 

dan geldt: 
11 - w 12 -== 11 - z 12 
1 - 1 w 12 = µ 1 - 1 z !2' voor ! z 1 < 1 . . . . ( 4) 

(Ongelijkheid van Julia) . 39) 
µ zullen we noemen: conbfactieconstante ui,t het theorema van 

Jutia. 
39) C. CARATHEODORY, t.a.,p., bl0. 44 e.v., zie 8). 
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c) Vierban'il "tusschen de con espondeerende stralen der raak
bundels 

Omdát d.00r <ie in 'b gen0emde iineaire tuansf0.ina:ties cirkels, 
iJ?- de 00rsp,r,011g aan de imagina;ire as raJkertGl, 0mgezet w0rden in 
eiFkels in + 1 aan cle eenheids~irkei rakencd, is de 11nee(/uvnd~ge 
vnterpr-etatie van de 0ngelijkheid va:n ]Uil.IA de½e, dat het beefolpunt 
van een ptJ.nt z binnen de eenheiclsórkel komt te liggen binnen 
of öp een fue]l)aalde cirke1omtrek, die in + 1 aan de eenheidscirkel 
raa1k.t. 

V•/e duiden (,de fig. 16) de punten + 1 en z door A en IP aan, 

• 

Fig. 16. 
AP II-zl2 · 

1 1 
; orthogonaalcirkel van 

PB 1 - z 2 

C! door P, en P,n· 
• 

het tweede~snijpunt van AP met de eenheidscirkel door B. en de 
uiteinden van de middellijn door P met K. en L. Dan is: 

AP AP2 AP2 11 -· z 12 

PB - AP . PB - KP . PL -1 - ! z 12 

Duiden we in het w-vlak de overeenkomstige punten 
cent~n aan, dan wordt de ongelijkheid van J ULTA: 

met ac-

A'P' AP 
P'B'-== µ. PB. .... (5,) 
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Noemen we <ie straal vain cl.e cirkel door z, <il.ie in. + 1 aan àe 
eenheidscirkel raa,kt, rz, en de straal vain de cirkel, die in --Jl. 1 
aan de eenheidscirkel raakt, en waaF0f> 0i waa:rh>im~en 1v ligt, 
rw, dan ku.nnen we uit het contractietheorema een li>etrekkin_g 
afleiden tusschen de stralen r:: en rw. 

Denk cle eenheidsoirkels 0p> elkaar geplaatst, met de punten 
z = + 1 en w = + 1 @ID elkaar. N0emen we het snijpunt vain 

. A'P' AP 
Fig. 17. Stelling van JULIA: P' B'-< tt p s· 

Verband tusschen IJl, en r.,. 

cirkel (rz) met de reëele as S, en het snijpunt van cirkel (rw) met 
de reëele as S', dan vi1:1dt men (f.ig. 17) gemakkelijk: 

C 

AS' AS 
S'D = µ. SD' 

,v-aaruit 

dus: 
rw ,Yz 

--=µ~ 
1-rw 1 - rz 

(6) 

of: 
µrz rw =---'---

. 1 - 1/'z (1 -µ) 
. . . (6*) 
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aprnerkitng: 'Fuss0he:m cl.e in €4), (5), (6) optredende g,rootheden 
bestaatt het volgende verband: 

1 1 - z 12 r z A P 
1 - · 1 z J2 = 1 - · IY;; = p13· 

(A1<1aJloog in net w-vlak) . 

d) Tweede be:w.ijs voor de Stelling van Julia 
Een tweede bewijs van de Stelling van Jl!lLIA vinden we door 

de. volgende linn etover-gang u,,;t het contrac'fliet./ieorema VCllJi Schwarz 
(§. 12). 

Noem s1n en s2" de snijpunt en van de orthogonaailoirkel d00r 
z en Z.w met C~, en s1;, en s2~i de snijpunten van de orthogonaal
cirkel door w en w,, met C~. (zie fig. 16). 

Uit [w"w] -=:: [z,~z] volgt: 

Uit de stelling: lim kboodg_ = I (in een c:irkel), als de lengte 
oor e 

van de koorde tot nul nadert, leiden we af in verband met 

, _ ! w,i l 
lim 1 - 1 z 1 =- f' · 

n- >c,o, n 
• 
dat 

Er komt dus, als we het punt, waarin de orthogonaa.loirkel 
door z en + I de cirkel C! nogmaals snijdt, s1 noemen, en het over
eenkomstige punt in het w-vlak -s/: 

, \ w - 1 1-=:: µ . / r - s1, 1 · llei - si' 1 . . . . . . (ï) 
Z - 1 1 - S1 Z - S1 

Stellen we de punten zen s~, wen si' resp. door Pen $ 1 , P' en S/ 
voor, z = + f Gloor A en w = + 1 do011 A ', dan vindt men. 

1 - z = (!. e-8i en s1 = eai .. 
stellend (waairbij blijkt, dat de plaat~ van P door de hoeken 0 en a 
bepaald wormt), met aaailoge aanduiding in het iei-vlak: 
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i z - 1 1 • 1 z - Si 1 - p A . P51 
11-s11 1 - S1 A 

PA. PS1 . :PC-- S1 A. PC 

= S1 :.~C . [ 1 - ! z 12 J 

= -½ • [ t - l z \2J (81 
omdat, als D het tegenpunt van A is in de eenheidscirkel, uit de 
gelijkvormigheid van 6. DS1A en !:::,;, CAP gemakkelijk blijkt: 

51 A . PC = PA . 2 (zie fig. 18) . 

.D {-1) 0 

Fig. 18. Stelling van JULI& (tweede bewijs). 

Analoog: 1 w -111 l_:_ls:~ 1 s1' 1 = l [I -1 w 12] . . (9) 

Uit (7), (8), (9) volgt: 

1 

w - 1 12 1 - 1 w 12 
z ~ l -c::: ft 1 - 1 z 12• 
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1 1 - w 12 -=: 11 - z 12 
1 - 1 le) 12 = µ 1 - ! z 12" 

@ng~lijkheid van JuuA (zie b). 

e) Vei:band tusschen de contractieconstapte van Julia µ en de 
halfvlakconstante l 

We kunnen de vex:gelijking van een cirkel met strawl rz, die in 
het punt + I aan de eenheidseirkel raakt (en binnen <de cirkel 
ligt) a ls volgt schrijven: 

· z = (1 - rz) + rz . eiB~ (Oz variabel). 

Door de transformatie:· z' = ! + ; wordt deze cirkel omgezet 

m de rechte: 

I 1- rz i ] (lO) z = -- + - . cotg ·2 Oz . . . . . . . 
rz · rz 

Evenzoo wordt het beeld van de binnen I w 1 -:-- I gelegen cirkel 
met straal rw, di~ in + 1 aan de cirkel raakt, voorgesteld door: 

,_1 - r .~ i J<> (l l ) w - --- + -cotg :r;vw .•. • .•• 
rw rw 

De binnengebieden van de cirkels met stralen rz en rw corres
pondeeren met de. halfvlakken recht s van de rechten (1 0) en (11'. 

Indien
1 

nu lim u: (y constant) = l is, dan is: 
,a,'->co X 

•. u' ==- lx', voor elk punt z' in het R.H.V., 

zoodat uit (10) en (J J) volgt: 

I -rw ==:: a 1 -rz, 
rw - !z 

rw 1 ' rz (l 2) 
d.i. 1 - rw -=: i• 1 - rz · · · · · · . · 

Vergelijf:.ingmet (4) en(6) doet zien, dat dus het contractietheor~m_a 

van JULIA geldt, 1J1et µ = ~ als contractieconstante. De afleülÄ:ng 

voor het contractietheorema met deze constante, ,is onafhankelijk van 
de beide bew1"jzen, in a) en d) van het theorema van ]1,d,ia gegeven. 

Noemen we µ de kleinste cont ractieconstante uit de onge;lijkheid 

J d 
- . -=: 1 

van ULIA, an 1s µ = u = l ' 
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dus: . (13) 

OmgekeeJJd, indien !:!:. een contractie«m1stante van J ULIA is, en 

clus v0lgens (.5): 

volgt uit (10) en (11 ): 

clus ook 

of: 

1 u/ 1 
u,' =- - x', clus: - =- -, 

µ x'=µ 

u' 1 
l = lim , (y const.) =- - , 

x'->00 X ,u 

l.µ=- 1 .... 

Uit (13) en (14) volgt : l. !:: = 1, m.a.w.: 

. . ., ( 14) 

de, kleinste contractieconstante Il- u,it het theorém,a va.n J ul1:a voor 

de eenheidscirkels, en de hal/vlak.constante Î. zijn el/laars rer.iproke 
waarden. 

1) Invariantie van de n. e. afst3Jtd van de con:espondeerende 
bundelexemplaren 

De n.e. afstand van 2 ci,rkels I'z, en I'z, uit de raakbundel van c1:1•
kels (C!, + 1), welke ci rkels resp. door de pu-nten, z1 en z2 gaatn, ·is 
gelvjk aan de n .e. afstand van de 2 cvrkels I'w, en I;0 , ·uit de raa!?.
bundel van cvrkels (C~, + 1), binnen of op we/;ke exemplaren volgens 
het theorema van J utia de puntt1n w1 = f (z1) en w 2 = f (z2) gelege~ 
moeten zijn. 

Bewijs: Deze stelling, die men do0r limiet overgang uit § 12 kan 
bewijzen, kain ook bewezen worden door gebr:uik te maken van 
de in c gevonden betrekking tussehen de stralen van correspm1-
deerende oiirkeJs: 

rw rz 
-- =µ.--· 
1 - ?'w 1 -rz 0 

Omdat we weten, dat I'z, en I'z, aequadistante krommen zijn, 
(zie § l Ic) hebben we, de snijpunten dezer cirkels met de reëele 
assen Sz, er1 Sz. n0emelild, - en analoog voor I'w, en I'w, - slechts 
de gelijkheid aain te t0onen van de <dubbelverhoudingen: 

(Sw,, Sw<, + 1, - l) en (Sz" Sz,, + 1,- - l ). 

Rektmen we cleze duTubel;verb.oudingen uit, dan blijkt: 
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21'w, . 21Yiu, · 
-2-2rw, · 2-2r,.,. 

m'z 2,rz 
= ti 1 ·µ, • 

' · 2 - 2rz, · 2 - 2rz, 

_ 2r., . 2r-z1 

- 2 - 2rz, · 2 - 2rz, 

= (Si" Sz,, + 1, - 1). 

Opnierkvngen : 1. De stelling komt neer op de eigenscha,p, dat 
lDij lineaire t_ransfo:rmatie, de waarde eener dubbelverhouding, en 
daarmee de n.e. afstand, invariant blijft. · 

2. Met deze stelling vinden we opnieuw (vgl. § 14a), dat het ge
lijkteeken in de ongelijkheid van JULIA algemeen .geldt, indien 
het voor één punt geldt. Immers, als z1 het punt is , waarvoor het 
gelijkteeken geldt, en z2 is een punt van de cirk.el door z1 en + 1, 
die C~ orthogonaal snijdt, clan geldt voor w2: 

[W1W2J =>- [Zilh], 
volgens de zoo juist bewez~n stelling, en 

dus 

[w1w 2J -= [z1z2], volgens § _12. 

[w1w2] = [z1zJ. 

De betrekking tu~schen w en z is dus lineair en het gelijkteeken 
geldt algemeen. 

• g) Vorm ~an de lineaire functie 
De vorm der lineaire functie w = f (z), voor het geval in èe 

ongelijkheid van JULIA het gelijkteeken geldt, welke vo:rm d00,r 

CARATHEODORY vermeld wordt op blz. 43 van de geciteerde ver
handeling: Ober die Winkelcl~rivierten enz., is a.v. te bepalen .. 

Na transformatie van de eenheidscirkels op de haHvlakken door 

middel ~1.n: 
, 1 + 1e1 , I +z 

w = 1--, z =-1- - · - w -z 

heeft men: µw' = z' + qt", 

uit welke drie betrekkingen volgt: 
(I + z) - (1 -z) . (µ -qi) 

iei = (I + z) + (1 - Z') . (µ + q1")' 

h) 0ver ver·schillende waarden van de contractieconstante µ 
Indien niet voor alle suites (z,~), die" tot + 1 convergeeren, en 
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waarvoor de suites. der beeldpunten (w,.) eveneens tot + l c0nver:-

1. 1 - 1 W,i 1 . . . , , .,. 
geeren, 1m -----'-- = oo 1s Js er mrnstens een sui,Le, waarvo0r 

11-><X> 1 -- 1 z" 1 . ' . 

; - : w
11 

: < M (eindig) is, en uit deze suite is nu· een deelsuite 
- Zn 

te extraheei::en, met een limiet µ. waarvoor 0 .v. genomen kan 

d d 1. . .d . l - 1 w" 1 
wor en e 1mes superior van e smte 

1 
_ _ I Zn 

1

-

· Yoor dezeµ,, en ,tevens voor alle grootere, geldt de o~gelijkheid 
van J ULIA. 

Uit § l Ob volgt, dat cle reëele grootheid µ niet nul is. 
Indien geen M te vinden is, kan men zeggen, dat de ongelijk

heid van JULIA nóg geldt, met µ = oo. De bijbehoorende waàrde 
in het halfvlak van 7, is 0. Het contractietheorema leert in dit 
geval slechts, dat het b~eldpunt van elke z met l .z ! < 1 binn~n 
de eenh eidscirkel ligt. 

Alléén voor µ -= 1 heeft het zin, het theorema van JuLIA een 
contract?:etheorema te ,noemen. 

§ 15 - De Stelling van Wolff als gevolg van die van Julia 
De stelling van Wolf f volgt ten deele uit' die tan Julia. 

Immers, ~egens (1 -1). / (a,.) = a,. heeft men voor de suite 

(a,,) en de beeldsuite I f (azi)}. die beide tot het punt a op de een-
heidscirkel convergeeren (voor welk punt we in de stelling van" 
JuL1A het punt + 1 namen): 

1 
_ 1 a,. I 

1 - 1 f (a,.) 1 _ 
1 

1

1

-
11

1

,. -> l voorn ~> oo. 
1 - 1 an 1 - a, •. 

waaruit WoLFF's éontractietheorema volgt met µ = 1. 
We merken echter op, dat de stelling van WoLFF het bewijs 

inhoudt van het bestaan van een invariant punt 'op de contour 
1 z 1 = 1. 

§ 16 - Caratheodory's omkeering van de Stelling van Julia 40) . 

0nderstetl1i111,g.: a) w = f (z) is holomorf voor I z 1 < 1, en niet= 1. 
b) Er is een positlief getal µ , zoodat voor I z 1 < / 

geldt: 
401 C. CAR,ATHF.ODORY, t.a.}'>., blz. 45., zie noot 8). 

C, 
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0 -c::: 11 - w /2 
-c::: 11 - z /2 

= 1 - 1 w 12 = µ, 1 - 1 z 12· 

a~ / f (z) 1 < 1. 

b) er zijn p11ntemeeksen (z,.) mel 

z,. -> + 1 ~ 
1 

'l!OO'Y n -► 00, 
W11, -> -f- . 

l . 1-[w,.[ 
en 4m . =:: ,u. 

11-►<» J - [ Z,i / -

Bew1js: 1 w / < I; , was er n.l. een z1 met I w1 / = / / (z1) 1 =- 1, 
dan zou het middelste l id uit b van de onderstelling oneindig 

· groot of negatief kunnen. worden, in strijd met de voorwaar-den, 

dat dit lid =- 0 is, en -c::: µ . I I I Zi ::, zoodat dit middelste lid 
1- z1 . 

eindig en positief moet zijn. 
Neemt men e·en willekeurige suite punten (x1~) op de reëele as, 

met x,. -► + I voo-r n -► oo, ,. dan volgt, wegens form. (6) van 
§ 14c, uit de onder b gegeve!'l ongelijkheid. 

1 - 1 / (x,.) / -c::: / I - / .(x,.) 1 -c::: 2rw -c::: 1 - rw 
1 = 1 = 2- = t,t 1---► µ voor n -► oo. 

- Xn - x,. r;: - r z 

Hiermee is het bestaan van puntenreeksen, voldoende aan de 
drie voorwaarden uit de bewering, bewezen . 

• 
§ J 7 - Uitbreiding van de stelling van Julia hoekafgeleiden 

a) Hoekbuurt (angulaire buurt) van een randpunt 
Als een enkelvoudig samenhangend gebied Gw binnen de een

heidscirkel Gz ligt, en de randen I'.u en I'z resp. een punt w0 en 
een punt Zo bezitten, die met elkaar correspondeeren in de zin 
van § 6, bevat de stelling van JÛLIA een eigenschap over het ge
drag van• de functie w = f (z), die G:: op Gw conform afbeeldt, 
in de buurt der randpunten Zo, w0 • 

Dit gedrag kan nader onderzocht worden door bestudeering van 
de a,fgeleide f' (z) van / (z). Hierbij beperken we ons t.o.v. het ge
bied, waa11in /' (z) wordt bestudeerd, tot een lioekbuwrt (angulaire 
bwwrt) van een randpunt, d.i. het deelgebied v8'n Gs, gelegen binne~ 
een hoek, met het randpunt tot hoekpunt, welks beenen Gs binnen-
dringen. • 
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Indien /' (z) gelijkmatig tot a nadert, voor z -> Zo in elke hoek
buurt van z0 , zeggen we ·dat f (z) in Zo de hoe!?a/gele·ide (angu-laire 
afgeleide) a bezit. 

b) Uitbreiding van de Stelling van Julia 41) 

Onderstelling: w = / (z) 1·s holomor/ voor x > 0; ·u > 0; 
Z = X + -i,y; W = U + iV. 

Bewer-ing: Er is een c ==- 0, zoodat f (z) = c . z + rp (z), rnet · 
a) R [ q:,(z)] ==- 0 voo11 x > 0, 

b) <p (z) -> 0 voor z - > oo, u.mjorm ·in de hoell-· 
z 

buu,rt I z ! < M x van z = oo ( M > 0 en con
sta:nt), 

c) rp' (z) -> 0 voor z -► oo ·in deze hoe!?biwrt. 

Bewijs: We weten (§ 10): 

lim ~ (y constant) = À (onafhankeHjk van y). 
X->OO X 

(' 

Voor de c uit de bewering kiezen we deze limiet. 
. u, 

Omdait Î. de benedenste grens 1s van alle -, hebben we 
. X 

<p (z) = ç + 1·11 stellend: ç = 11 - 1x ==- 0. 

Uit § 13c blijkt, dat, wanneer voor eenig punt z uit het R.H.V. 

geldt { = 0, ç = 0 en cp (z) = constant. Dan is dus stellig q:, (z) -> 0~ 
z 

We mogen voor het verdere bewijs dus onderstellen: ~ > 0. 
Passen we nu het theorema van ScHWARZ (§ 10) toe, dan vin

den we: 

l
q:,(z)-cp(zo)I --=1z-zo\ =e < I, .... (l) 
cp (z) - cp (zo) z - Zo c 

indien cp (zo) en zo de spiegelpunten zijn van <p (zo) en zo t.o.v. de 
imaginaire as. 

Stel nu: 

41) Vergelijk: J. WOLFF, Sur une généralisation cl'un théorèrne de Schwarz, 
~omptes rendus, Sept. 1926, blz. 500, e.v. 

E. LANDAU en G. VALIRON, A deduction from Schwarz's Lemma, Journal 
of the London Mathematica! Society, Vol. IV, l 929,blz 162 en '163. 

0 



<p (z) t,-o i110 = t (z) . 
<; • . • • • • • • • (2) 

dan gaat (I) ov.er in: 

1: + ! )-:: e, das stellig : : : ~ : ~ 12• 

Hieruit v0lgt : 

1 t 1 :::=: [/ z - ~o i'2 + 1(- Zo /r ... .... (3) 
- z-go - Z-Zo 

De noemer van het rechterlid is: 

[(x + Xo)
2 + (y -yo)2

] - [(x - x0) 2 + (y -y0)2] = 4x . Xo, 

De teller is kleiner dçin: 

[ 1 Z 1 + 1 ~o 1 + 1 Z I T I Zo 1]2 = 4 [ 1 Z 1 + 1 Zo 1]2• 

Dus: 

1 t 1 _,;, [ 1 Z 1 + 1 Zo 1]
2 

X . Xo 

Uit (2) volgt: 

<p (z) = t (z) . ~o + i'170, 

tlus in verband met (4) : 

1 

<p (z) 1 -:: 1 ~7o 1 + è. [I Z 1 + 1 Zo IJ2 

Z Z Xo X, j Z 1 

~ 1? 1 + ~. N! . [ I + 1 ~-n 

. (4) 

zoodat: lw sup I cp (z) / -:: ~ . Jltl ;• voor z ->- oo · in de gegeven 
z->-o:> Z Xo 

hoekbuurt. 

0 ~o U•o Uo ( ~ màat - = - -1 en - - >- À voor Xo-+ oo Yo coRstant1, 
· Xo Xo Xo ' 

kan men door behoorlijke keuze van zo de waar:de fo willekeurig 
Xo 

klein maken, en ~ . 1vl dus eveneens. Hieruit volgt: 
Xo • 
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lim sup <p (,z) = 0. (angulair) 
.::-►00 Z 

De bewering onder b) is dus bewezen. 
Verder is: 

1 <p' (z) 1 -== ! -== I 9' (z) ! -== M . . <p (z) -► 0, 
X X Z 

in de gegeven hoekbuurt. 
De stelling is hiermee volledig bewezen. 

Gevolg: Als w = / (z) holomor/ is voor x > 0 meb u > 0, geldt: 

/ (z) ➔ J. en f' (z) -► J. 
z . 

voor z -► oo 1·n elke hoekbuurt van z = oo, vndien Ä. de bekende 
beteekenis Jzee/t. 

c) Hoekafgeleide van w = f (z) , hol. voor x > 0 met u > O, 
in z = 0 

Als w = / (z) holomor/ 1·s voor x > 0 met u > 0, e1i z = 0, w = 0 
zijn correspondeerende rrandpuntt,ti, geldt: 

f (z) ➔ l en f' (z) -► l 
z 

voor z -► 0 in elke hoekbuurt van z = 0, waarbii de waarde l = oo 
moet worden toegelaten. r 

Bewi:js: Door de transformaties z' = !,.w' =_!__wordtelkehoek-
z w 

buurt van z = 0 getransformeerd in een hoek buurt van z' = oo 
(met dezelfde opening). w = f (z) wordt getransformeeFd in 

w' = F (z'), holomorf yoor z' > 0 met u,' > 0. 

Dus: 

F (z') 
-,- ➔ l' en F' (z') -► l' voor z' ➔ oo (angulair). 

z 

Hieruit v0lgt: ~--+ t =}, (angulair), voor l' ::/=- 0. 

dw dw dw' dz' 
en, wegens 

dz ..iw' · dz' · dz ' 
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d,w z'2 dw' 
àz = w'~ · dz' ' 

,' 

dw 1 
- -> l = - (angulair). 
àz J..' 

O;pmeriking. Vo0r :v = 0 gaat de stelling door met l = oo. 

I d t .1 t . w t "l k dw .. n e eers ~ p1aa, s 1s: z -> oo, er w1J oo ~ - > oo moet 213n, 

!
dwl omda:t uit dz < M gemaikkelijk afgeleid zou · kunne"n worden: 

\:)<M. 
d) Hoekafgeleide van w = f (z), hol. voor j z j < 1 met j w ! < t , 

in z = + 1 
Met behulp van § 17b is het contractietheorema van JULIA, ge

formuleerd in ij IA'b ai.v. uit te breiden. 
Als w = / (z) hoZomorf is voor I z 1 < 1 met I w 1 < 1, en het 

quotieni ~ - : w,. : is begrens& op ;en pwntensu.ite (zw) -> + l met 
- z,. 

(w11) -► + 1, heeft w = / (z) een hoel?a/geleide l > 0 vn z = + 1. 

Bewijs: We kunnen uit (z,{een deelsuite extraheeren, - clie we 
0pnieuw als (z,~) aanduiden, - waarvoor geldt (zie § 14hf 

1 - 1 w" 1 . d' 1· 
1 1 1 

-> em . 1ge 1mes µ, voor n -► oo. 
(t - z,.. 

Toepassing van § 14b geeft, na transformaitie op het R.H.V., als 
aangegeven in § 14e: 

dus: • 

11,i' 1 
al'le - ::':':: -, 

x'-µ 
I •I 1 

lim ~ (y' constant) = J.' ==- - · 
a;'-►00 X ' µ 

w' = F (z') heeft dus een h.oekafgeleide l' ==- ! in 
f' 

terwij[ ook W,' ➔·À, (angulair), volgens § 17b. 
z 

z' -1 w' -1 
Uit: z = z' + 1, w = w' ·+ 1 volgt nu: 

z' = oo, 
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~ : = ! ;~, -► l = ~ \ 
voor z -► 1 (angulair). 

dw = (' + z' )
2 

dw' -► l _ .!._ 
dz 1 + w' · dz' - J.' 

(Elke hoekbuurt V'an z' = oo ligt in een hoekbuurt van z = + 1, 
en omgekeerd). 

Uit ,r =- !_ volgt l -== ,«; de hoekafgeleide van / (z) voor z -► + 1 
.u 

is dus eindig; uit de eindigheid van 2' volgt: l -=j:- 0. 

Opmerking: L_aten we de onderstelling, dat : = : ::: : begrensd: 

is, ve:rvallen, dan vinden we in dit bewijs J,' =- O; de conclusie, 
dat er een hoekafgeleide is in z = + 1, vervalt nu voor het geval, 

1-w dw 
dat 2' = 0 geldt. In dit gevat 001we1·geeren: -- en - voor 

1 - -- z dz 
z -► + 1 (a,ngulair) u,n•i/omi tot + oo. 

e) Hoekafgeleide in het overdrachtelijk dekpunt der functie f (z) · 
van§ 13b 

Als + 1 het overdrachtelijk dekpunt is der functie w = i (z), 
holomorf voor I z 1 < I , met w -=j:- z 'voor I z 1 < 1 , welks bestaan 
bewezen is in § 13b, volgt uit het bewijs onder d, dat de functie 
in dit overdrachtelijk dekpunt een hoekafgeleide-== 1 en > 0 heeft. 

/) Opmerking over de bewijzen van Wolff, en Landau-Valiro1~ 
van de besproken uitbi:eiding van het theorema van Julia -1~ 

De stelling van § 17 b wordt door V ALIR0N 42) op name van 
hem en LANDAU geschreven. We merken echter op, dat deze . 
stelling reeds volledig bewezen is in het artikel van W OLFF van 
Sept. 1926 uit "de Comptes Repdus. . 

De' stelling is voorts bewezen door CARATHEODORY, op blz. 
' ,::,-. 

49 en 50, van zijn in noot 8 geciteerde publicatie, die ongeveer 
tegelijk met die van VALIRON en LANDAU is verschenen (Maart 
l 929). 

42
) G. VALIRON, Bulletin des Sciences mathématiques, Maart 1929; blz 76. 

E . LANDAU en G. VA!!.JRON, Jouma,J of the London Mathem. Society, 
vol. IV, 1929; blz. 162-163. 
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HOOFDSTUK IV 

CONFORMITEIT DE R AFBEEL DING IN · 
EEN RANDPUNT 

§ 18 - Definities van hoektrouw en conformiteit der afbeelding 
in een randpunt - 1. Men zegt, dat -de afbeelding van een gebied 
G:: op de ee~heidscirkelschijf G111 ( 1 w 1 < 1) hoekbrouw is in het 
grenspunt z0 van Gz, indien met z0 een punt w 0 op de grens I'w 
van Gw correspondeert, zóó, dat twee koorden k1" en ki.,., die elkaar 
in 1eio onder een hoek O snijden, beelden zijn van krommen 7l,, 
en ll2., die elkaar in z0 onder dezelfde hoek fJ snijden. 

2. Men zegt, dat de afbeeÎding van een gebied G:: op de een
beidscirkelschijf Gw conform is in het grenspunt z0 van G:: (angu
lair conform), indien de plaatselijke vergrooting Nz,., àls z11 tot z0 

convergeert, een eindige, van i:iul verschillende limiet heeft; z11 

wordt hier beperkt tot een angulaire buurt van z~ (zie § 17a). 
Uit de conformiteit in z0 volgt de hoektrou:w in zo, niet om

tekeerd. 

§ 19 - Analytische randkrommen - Als w = / (z) het gebied G11, 

begrensd door de analytische kromme, of de wit analytische bogen 
bestaande contoiir, I~, qon/or,m afbeeldt op de eenhe-idscirkelschijf G,.,, 
contoiw I'w, dan is de a/beeld·ing ang-ulwir confor·m in eik mzeJend1;g 
pimt z0 dfJJI' analytische bogen. 

Bewijs: Deze stelling volgt onmiddellijk uit de· eigenschap, dat 
de ai{beelclingsfunctie w = / (z) over z0 voortzetbaar is. Door deze 
voortzetting wordt een omgeving van zo afgebeeld op een om
geving van w 0 , door een h.olomorfe functie w = 1p (z), die in G:: 
met w = f (z) samenvalt, èn die als beeld van een analytische 
deelboog van I'z, ~et z0 als inwendig punt, geeft een deelb@og 
van de eenheidscirkel r;,J, met het met' z0 correspondeerend punt 

5 
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Wo als inwendig ptmt. In z0 is dw -=j=- 0, dus <de af1beeiding is con-

form. Was toch (:1. -G, &a:,. moest het beeld van de a.na

lytische boog, waawp z0 ligt, een dubbelpunt of een meerv0udig 
punt in w0 hebben. 

b) In de hoekpunten van anaZyhsch.e begrre1i,z1mgsboge,n ·11s i.h.a. 
conformiie'it w1:tgeslote11,. 

Bewi,is: Is n.l. de hoek der a.nalytische bogen, die in het ra,nd
punt zo van I'JJ samenkomen = a > n, dan kain men in G,: twee 
krommen trekken, die in Zo uitmonden, en elikaar daar onder 
een hoek fJ > n snijden, terwijl de beeldkrommen in Gw elkaar in 
het m.et Zo correspondeerend punt Wo onder een hoek -=: :n; moeten 
snijden, woed.at hoektrouw is· uitgesloten, en conformiteit dus 
even.eens. 

Is de hoek a > 1t, dan kan men in Gw twee in w0 uitmondende 
koorden trekken, die elkaar onder een hoek fJ > a snijden, terwijl 
de beeldkrornmen in Gz elkaar ondei· een hoek ::::: a moeten snij
den, zoodat ook nu hoektrouw is uitgesloten, en conformiteit 
dus eveneens. 

~lecht& in het geval a = n is ~onformiteit in z0 mogelijk. Als 

1 

de beide bogen in z, tangentiëel aaneensluiten, en \ ~H. * 0 ( 

(waarin to de bij zo beho0rende parameter is), op beide bogen,'-' ~ 1 
cl?,n heef,t ieder dier bogen in Zo een van Fl.Ul verschillende kromte- 1 

sttaal. De angulaire conformiteit in zo volgt nu met behulp van 
het in § 21 te bewijzen criterium. 

c) Uit de volgende paragrafen zal blijken, dat ook bij begrenzings
kromnien van Joudan in punteR~ die géén inwendige punten vain 
ainalytis~he cileelbogen zijn, angulaire conformiteit mogel~k is. Het 
staat echter vast, mat hieF een criterium niet gevonden zal kunnen 
worden, door de voortzetbaarheid der afbeeidingsfunctie 0ver de 
desbetreffende punten te bewijzen. Indien n.-1. deze functie over 
een punt z0 van I'z voortzetbaar is, dan v0lgt hieruit, dat z0 in
wendig punt eener analytische deelboog is, in strijd met de onder
stelling. Voor het opspor,en van criteria vo©r ranrlconformitei( bij niet
analytische begrenzingslDogen Jililoeten we dus élinciere wegen inslaan. 
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§ 20 - Hoe.kafgeleide en angulaitre conformifejt - Als 1ei = / (z). 
hóiomor/ i,n, het R.'H. V ., im een punt z0 vam de rCPnd l ~ een àm&ige, 
vcm ~11ul v.erschitle;nàe hoe,kfJI/ gele,ide heeft, is de afbeelàtirng van het 
in.H. î1 .. op het beeldgebieà Gw arngruZC/ll:1: eon,f oim i,11, z0 • 

Bewi:js: Kies · v001· zo tde 00rSJi!FOng en o.lil.derstel, dat met z0 

117 = 0 correSJD@ndeert. Stel de hoekaftgelei<lle J.0 • • ei8 •. (},0 -::/::. Cl) . 
z 

Geef e > O; dan v:olgt uit w = w1 + j f'(z) - 1z, dat men een 

o kan bepalen, z0ó dat voor I z1 1 en I z 1 < ~ (in een ang;tilaire 

buur~ van z = 0) voldaan is aan: 1 w - w1 - 9.o . e·i8• I· < e, d~s ook 
Z - Zt 

1 :; - J.0 • ei8• l := e. 

. w 1 ·e O ( . -.r Dus 1s: - -> /,o . eI • voor z - > a.ngufai1r). n ieruit volgt de an-
z 

gulaire conformiteit. 

Opnie1-k1mgen: 1. Als Gi geneel in het R.H.V. ligt, en er i:s een 
hoeka:figeleide in 0, dan is de waaircle van 00 st eecils 0, 0mdat v0or 
Oo -=j=- 0 het beeldgebied van een hoek, qiet opening v0ldoend tdicht 
bij n, in het R.H.V., tel11 deele buiten het RH.V. zou komea te 
vallen. 

• 2. Uit f' (z) - > l (cmg,ula1;r) volgt, volgens deze paragraaf ~ _,.. J. 
(cungulati,r). · · z - . 
Omgekee-rd volgt u,it !_> l. (amg·ula,vr) , dra,t f'(z) ->- J. (ang,z,da·ilr). 

z 

Dit is in § 17 b bewezen voor een angulaire fuuurt van z = oo. Voor 
een angulaire buurt van z = 0 volgt de st elling uit cle tr:ansfor-

mat ie z' = ~. w' = ! , waardoor ~ = / (z) overgaat in een_ fonot ie 
.,, z w 

w' = F (z'). 

Dan is voor 

ü it: 

volgt nu: 
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Zijn Zo en Wo de correspondeeren<lle Iïandpunten, dam m0et in 

deze stelling de uitdr,ukking lim ! vervangeri woFden door 
z ➔ ::u z 

lim w--Wo; 

=-► to Z - Zo 

de v:en11nclering in het bewijs ligt voor de hand. 

§ 2~ - Criterium van Caratheodory-Valiron 
Onde,rst.eltt:ng: 

'B eweriing: 

.ZO w = / (z) is holornorf voor x > 0 ; 
2° z = <p (w), de irz,verse f,1,1,nctie van w = / (z). -is 

h.oloniorf voor u, > a; 
3° w _,. oo voor z -> oo (twee-dim-ie1isionaal). 

. 1: ___ . t w 0 (llYl,g. vvrr111,e - > . 
z->a:i Z 

B " V l .. w 0 ew111s: oor z -► oo, angu air, 1s - -> J.::::::: . 
z -

V0or w -► oo, ang~1lair, is !_..., ,1, :::::: 0 
°W - ' 

om<dait \,lel gebied (u, > a) ook een halfvlak is. 

Voor ::: -' oo, y = 0, is.:. -> t van welke limiet we willen aan-
w /, 

toonem, <fat ze niet co is. 
Het beeld van de positieve, reëele as noemen we r;(J, welke 

kromme zich op grond van onders~elling 3° tot in het oneindige• 
uitstrekt. 

Nu is op I'w: 
z 1 
- -> -
w }. 

z 
en op de reëele as: w..., 11,. 

~ 0 

Omdan .::. nooit negatief is, dus "begrensd in ruimere zin':, -w 13 

ûe opmerking 2, - moeteJil deze twee limieten gelijk zijn; l h = ~ =- 0. 

Uit: J. - 0 en 1 =- 0, eJil beide einrlig, volgt: J. > 0. 

IDe a fbeelding va,n gebie<!I. Gw, dat door z = <p (w) een aan een en 
conform afgebeeld woFdt 0p het R.H,V., is dus onder rle voor
waarden in rle 0n€lerstelling genoemd, angulair conform in het 
oneindig ven:-e wunt. o 

• 

,-.., 
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Oifmwrlw1igen: ,1. V00r het geval, dat het holomoFfiegebied van 
w = f (z) <il.e eenheiclscirkelschijf is, vinden i.ve vooF !het criterium 
de ~@lgende vonri: de a/beel'dvng va.n een enkelvoudig sw1nenlumgend 
sohlicht gebied Gw ('ra,nd J'w) op de eenheidsoirkelsc'hvjf G~ (rand Fz) 
is Mtgulai,r conf or,m 1mi e'/;k pumfl Wo vcvn I'w, waa;r r w ligt M,tsschen 
twee ebka.Cll/· 1"t,,i dat pwnt rakenéie oirkels (zie fig. 19). 

Wq 

Fig. 19. Criterium van C,XRATT-IEODORY-V,\I.JRON. 

• 2. We hebben in bovenstaand bewijs gebruik gemaakr van de 
volgende stelling: 

een j,wncflie w = f (z), holomorf en begrensd in een geb·ied Gz en 
op de ?'and I'z links-contin1,1. en 1'echts-contvnu i1i een p·wn.t Zo, kan 
langs I':. in twee versc'killende richfl1"t,,ige1i naar Zo géén t1r-ee 1Jersc'kil
lenàe Umieten hebben. 

Ondersrèltirig: Een, voor I z 1 < R hol01nor/e, begrensdó func-flie 
F (z) is ·in het punt A van de cfrklt I z 1 = :R. niet 
gede/i1viëe1-d. 

. ( ) ! voor z ,nade:r,md tot A '1im F (z) = a1 + •ia2 = a 1, 
z->A langs de oirl~elomtre ?-, 

vim F (z) ::!: b1 + ib2 ( = b) vn twee verschriUende 
.-1 ~-z ,y,i,cht1ingen. 

Bewening: a = b. 
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Bc1.d1js: Omdat F (z) begrensd is, is F (z) gelijk aan haar Poisson
integraal 

waarin !! = ! z !, r = 1 Re'i - z 1- Zie fig. 20. 

\ 
\ 
\ 

H<>-----;--~ 
R 

Fig. 20. Poisson-integraal. 

Beschouw nu de functie 1p, d.i. de hoek tusschen de (halve) 
raaklijn AB in A en de voerstraal van A naar een punt z binnen• 
de cirkel. Zie fig. 21. 

..., 

Mo +R 

Fig. 21. De harmonische fu11ctie 'I'· 
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E>a,n is, als we F (z~ = U (z) + 1:. Y (z) ste11en, 

U (z) -Chi '!f. 

b1-:- illi :ro 

een harm0nisene f,uactie 'binnen <ie ci1tk:el. Deze neemt in A z~owel 
r,echts als links de rarn1U,imiet nu1 a:a,n. iDeiinieeren we nu de waarde 
dezer ha,rm@nisohe fonctie i.n clit ;(l>UP.t als nul, clan is de rand
waardenc@Jlectie c0ntin.u iin A en meet de harmonisohe functie 
hier fjJe tweedimensi0n.ale limiet nul hebben. 

Dus: V - a,. -► '!E. 
bt -tZi ~, 

Gl.!i.. als we tot A naderen volgens een ko0rde, die de hoek n bij A 
m iVei;h~uàing v-aN ·1n tot n ~erdeelt, 20odat 

dan is: 

langs d'eze koorde. 

Evenzoo: 

laimgs deze koorde, 

d1.1s: 

lau&s deze ko@rde. 

m 
lljJ=~ . :n:, 

n~ +n 

U -► ~ . n + 1b1 . m, 
1n + n 

• F (z) madert dus als a -=f b, la,ngs t wee vei;schillende koo1;den 
t0t 2 verschillende limieten. 

Ee:n 'begrensde holomorfe fiimcti e, d·ie in ee1i randpimt een, 1Yiadiale 
limiet, he.e/b, heeft eohtt'Jr, volgens Fatou,, deze üniiel am.guZCllÎII', zoodat· 
twee verschillende li.mieten zijn uitgesloten. 

Uiit d.eze contradlictie volgt: ~ = b. 
Gever.we, inplaats van cl,e voorwaaiiden van het li>eg[ïenscil zijn, 

·c1e voorwaarde, dat j (z) de waaFcle·n van een ibepaaJld cdeelge0ied 
va,n het vlak ni.et aam1eemt, of een coatinm1m van waarden, '0.v. 
een hjnsegment, ni.et aanneemt, €1.a,n vindt men do0r eem passencile 
transformatie het vorig geval terng, ~00clat de stellililg bl~ji t gel€len. 

Ook deze funG'ties noem.en we 0egrensd, ,,in _ruimerie zin". 

3. Azte •imwen<Uge pumten van atialytisolze bogen voldoen aam het 
err1"ter11a,im va11. Carabheodor,1-Val1:rm, .waa.ruit dus opnieuw de 
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reeds in § 19a be\"ezen angulaire comf0.rmiteit Îiil deze pnnteN v0lgt. 
Dat echfie,y het bewezen m:te,r,ium veel verder ,reikt, bhjkt uit het voor
beeld vam Caratheodory uit ho0fdstuk I, § 3, blZr. 12. Het CFiterium 
geeft n.l. onmfoldellijk de conformiteit in z = + l van de a;fueel
ding van het cl0or die kromme begrensd deelgebied 6:: van de een
heidsci.rkelschijf I z \ < 1 @p de eenheidscirkelsch.ij~ Gw (1 w 1 < I ), 
als we 1net z = + 1 w = + 1 doen corresp0ndeeren, en b.v. 
met z = 0 w = - 1. 

Tioch is de fum:tie z = cp (w), die Gw op Gz afüeeldt, discontinu 
in ·w = + 1. Dit is in verband met het feit, dat w =, + 1 beeldpunt 
is van de heele cirkelomtrek I z 1 = 1, incl. de punten z = - 1, 
z = + 1 (zie hoofdstuk I, § 6) duidelijk te maken a.v.: in elke om
~eving van w = + 1 liggen beeldpunten van z = - 1, w~lk punt 
van aftelbaar oneindige veelvuldigheid is, dus liggen in elke om
geving van w = + 1 ook beeldpunten van punten uit de omge- . 
vingen van z = - 1. E r is dus een e (zelfs > 1 ), 7,óódat er voor 
elke ó punten w zijn aan te geven, met I z - 1 1 > een I w _: 1 1 < b 
Hieruit volgt de discontinuïteit van z = rp (w) in w = + 1. 

Voor z ->- + 1 is w ->- + 1, wel an~ulair, maar niet tweedimen
sio0aal. 

4. Geen enkel punt van de kromme van HELG'E VON - KocH 
voldoet aa,n het criterium van CARATHEODORY- VALIRON, zooals 

Fig. 22. 
:voorbeeld van een gebied, waarop 
een cirkelschijf conform kan worden 

___ ,, af~ebeeld, zóó dat er angulaire confor-
O ~ . miteit is in een .rand punt, en:,;toeh de 

afbeeldingsfunctie in géén enkele om
geving van dit ra.ndpunt begrensd is. 

f) 
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reeds 1:>lijkt uit het feit , dat dit criterium V@@F de randconfor
miteit in een Ftmt z0 het bestaaR van een raaklijn aan I'= in zo 
eisch t . Toon mag men hieruit n0g nLet 00J11clucfteeren, dat genoemcle 
k\romme géén en~el punt z0u bezitten, waarin cle afbeelding con
form is. 

5. Een eenvouclige tra.nsforn~aitie cloet het in 3 bed0ekle gelï>ied 
G= overgaain in een gebied Gz·, bestaainde uit het rechterhallfvlak 
minus een a,ftJelbare verzameling . van halfstralen, waarva,n door 
w = f (z') een afbeelding op I w \ < 1 te verkrijgen is, die in 
z' = (i), w = + 1 cc:mform is, maar niet tweedimensionaail continu, 
ter,wijl, ails w = + 1 met z' = 0 correspondeert, de fun.ctie z' (u:) 
in géén enkele omgeving van w = + 1 begrensd is (CAR.-\ THEO

DOR\", t .a.p., blz. 54). - Zie füg. 2-2. 

§ 22 - Criterium van Wolff 

a) H i,lpstellirhg I. 

. . 

Onde1'stell1'1ng: w = l (z) ·i'.s hotomor_l bwineri c·wkel ]{= (middel
punt m ;; ; straal r z) ; alle /1mctiewaa1·derh t-igge;n., 
à/ b1:nnen cirkel Lw, àf bwüen 01~rkel Lw ('11Ii ddel
pwnt m 111, straal '1'10). 

Beweri1tj: 

(z11), vn 1<:, -► Cl;; op I<.= ! voor •11, -► oo 
(w,,.) -> aw op Lw 
(z11., Kz) = afstand van Zn tot c•1:rkel Kz, d:i. 

· ·rz - ! z,,,- ·1n= \. 

(w,,, Lw) = afstand van w" tot ci·rket Lw, d.i. 
1 ?'w- ! Wn-1nw \ \. 

(w,,, Lw) 
1.,,, .) < Jlll (constant) op de puntens1,1,ite (.z11). 

(z11,, ~. 

w = f (z) heeft eén hoeka,f gele1ide •i1i a;. 

Bewijs: Deze ·hulpstelling is slechts een andere formulee:ring 
van de in § 17d bewezen stelling over de hoekargeleide. 
Imm~rs, door enkele elementaire transformaties [translatie 
van het z- en het w-vlak; vermenigvuldiging t.o.v, de oor-

sprong met,! en _!_ en rotàtie de~-eenheidscirkelschijven, die dan 
G ~ . 

ontstaan, met nog eventueel een inversie van het nieuwe 1.C1-v'Jak] 
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gaat cle laartste eis€n, <ilie im. de 0n~erstelliing g.erioemm is, 0-ve~' in: 

t -lw' 1 
---'--,1-

11 < J.'v!i' (00m.stant)', 
1-1z,, ! 

zooclatl we de g,e:m.0erm<de § l 7ià kunnen t0epassen. 

b) /fl'ulpstellin,g JJP: 

Onderstellimg: Eei,v pum.tensu.üe (P11) -> 0 ligt geheel b·inne1'i of 
op d~ c1-,,ket met straab Q, d1:e 1:11, 0 a(lln, de y-a,s 
1'act,kt. 

In O -raken eveneeins acwv de y-as: ee11, cii:1,f~el •1·1iet 

sf:raal 1· á11 een c,irket 1net straal R: 

[} < •r < R. 
dr" ·is de Cl!/ stand van Pn tot, cir ket 1', 

dR,, ,[is de a/stanid va1V P11 tot drllet R . 

d-,,, ,z,s naM, onde1·en en naa1· boven begn»isd. (Zie 
dJ?., 
fig. 23). 

Fig. 23. Bij hulpstelling n va,n § 22'. 

BewiJs: Men heeft, OP11 = s" en L P110X = '!?11 stellen~: 

' dr,. = r - V~r - x,,)i + y~, = r - vs;, + r2 - 2~s11 cos <p,,. 

diu,. = R - 'V(JJ? - Xn? + y~, = R-'Vs~,+ R2 - 2Rs,.. cos <p11 • 

0 
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Einne0 cirltel !J is: 

Nu is: 
x2 + y2 

- 2:vp < 0, ~lus: s < 2o cos cp. 

J Á/ 2' + 2 ') Wr" f - V, S11 ,Y - ,:;YS" C0S <p11 

àN., = R - -v's;, + R2- 2Rs11.r;;0s <p11 

_ 2r cos Ç/?11 - Sn R + v's;, + R.2 - 21Rs,, cos <p,1 

- '2R cos (P,11 - s" ,r + v's;, + r2 - 2,rs11 c0s <p:: 

IR 
nadert. 

'Y-o > ~ maal een vorm, die voor !J'L _,_ oo tot 
:{,\: ~, 

rr..r· b' · l dr. · b d b '1 n le)j lJ vo gt: - 1s naar ene en egrensu. 
d,,, 

Voorts volgt uit: 

d d d dr" b b d . , .. < R" at d naar oven egrens 1s. 
R" 

d) Dr,iten>wm van W ot/ / u). 

Onderstelling: Gz is een e,rb'ketvoud,,;g scmumhangend gebiea, dat 
door w = / (z) confor,m wordt a,/gebeetd op de etm
h.eidscirkelschij / Gw; z0 en w0 zi,j,rb con;espondeerPJnde 
randpimten op de ·rande-ri I'o en I'w (Ziie: § 4 en § 0). 
G:: .bevat ee-n c1"trkelschij f Oz, waaJY,va1~ de rand Yr. 
door i 0 gaat, Gw bevat een, á ·rkelsclvij/ dw, waarvctn 
de rand Cw vn w0 aan l~v ·raakt, en waarvam het beellli 

w 

F ig. 24a, Gvite;ium van li-VOLlrl' Fig. 24b. 

•Il) J. WoLFF, Sur la dérivée a:ngulaire clans la représentabion conforme; 
Comptes renclus, 3 Maart !1930, bi;,;. 5ï5. • 

• 
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d= of geheet b1"ti·inen, of geheel bM,Üen een á1-kel Àz 

l1;gt, d,,;e d001' Zo gaat. 

Be1f•ering: De afbeelding va,,,~ G:: op Gw iis c01vf or<111, ./411. e rand!-. 
pwnten Zo en w0 • ~Zie fiig . 24a en b). ~ 

.. / 

Bewi.js: De cirkelsohij:f dw wordt door de transformatie afgeb>eeld 
op een gebiecl, dat aan één ~nt van de cirkel0mtrek Àz ligt~ indien 
dus v00r: eenige in dw gelegen puntensuirte (w,n) -). Ulo gold: 

t'' 2
-=~ begrensd, zou volgens hulpstelling I de afbeelding con

,ein, Cw 

form zijn in de punten ~Wo, zo) . 
De cirkielschijf c5;; wordt door de trains'formatie afgebeeld op 

een gebied, dat geheel binnen de cirkelomtrek I'w ligt; indien dus 

· · -~ 1 · ( ) ld ' (w,~, I'w) voor eenige m v.z ge egen puntensuite z11_ - > Zo go : ( ) 
- ~h 

begrensd, zou volgens hulpstelling I de afbeelding conforrn z.ijn in 
de punten (zo, Wo). 

Onfäennen we dus de stelling, dan m@eten we hebben: 

(zn, Àz) lk . ( ) ( ) -> oo voor e e puntensuite w,~ -> w0 , m dw . 1 
(w,,, Cw) 

(wn. rw) lk . ( · en ( ) ->- oo voor e e punteflsmte z,,) -> z0 , m Óz . z,,, rz . (2) 

'i.'f\1e to01;ien aan, dat deze beide betrekkingen tot een contra
dictie voeren. 0 

Maak t.o.v. de ligging van Ài en rz twee onderstellingen: 

1 ° 'Y:: en ),z snijden elkaa.ir. Er is da,n een cirkelsikkel Sz, waar 
d:: niet in doondringt, zóódat het beeld Sw van Sz liggen moet 
biimen Tw, maar bmiten. cw. · 

2° r,z en Àz raken elkaar. (Z.ie fig. 25). Zij nu c5: een cirkelschij.f, 
binnen bz waarvan de raind y~ in Zo aian 'Yz raakt, en d~ ~n cirkel
schijf binnen dw, waarva:n de rand c~ in w 0 aian cw raakt. Dan kan 
het beeld d:0 van b~ met d;0 géén puntensuite gemeen hebben, die 
tot w0 convergeert. 

In veiïband met t~• ),z~ naar 0oven
0 

en naar onderen begliensd 
-"11, 'Yz 

(hul,pstelhng ]I) volgt n.l. voor een dergelijke p1!1ntensuite, in dz 
èn in b~, u1it ~I): 0 

• 
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(zn, r:) 
---► co . (w,,, cw) . . . . . . . (3) 

E . b d (wn, II' w) b n 1~ veroa.n, met ( naar O'-'eil en naar onderen be-
_ ,,,..~ w,h liw} .. 

g rrensd, v:olgt uit <ilie hulpstielling voor cle beeldsuit e in d~ uit (2) : 
(wn, Cw) 
(z,., Yz) - > co · · · · · · · · · · · · (4) 

Omdat· (3) en (4) elkaa.ir uitsluiten, heeft d= met c5~ géén tot z0 

convergeerende puntemsuite gemeen. 
In elk gevaJl kan men door Zo in Gz dus een verzameling seg

menten oz trekken, Gl.ie een positieve hoek O (die in het tweede 
geval = n is,) nabij zo bedekken, en waa.rvan de beeldkrommen 
<>w door w0 alle in Gw, maa r buiten a,;" liggen. 

Wo 

Fig. 25. F ig. 26. 

Criterium van WoLFF. *) 

Beschouw nu een enkelvoudig samenhangend gebied 6.z in G,, 
clat Zo tot randpunt heef t, en één der segmenten a= als deel van 
de c@ntour bevat, terwijl d:; deelg:ehied van 6.z is (fig. 25). Men kan 
uit de se~entenverzameling (a:;) het segment az z0ó k iezen in ö:;, 
dat 6,:; in de omgeving van Zo ligt binnen een hoek q = 2n - e 

(e positief). 
De rand va.in het beeld 6.w van /).z ligt binnen l' w, maar buiten 

c;,, zóódat volgens het criterium van C A:RATHiEODORY-VALIRON 

de af!Deelding, door de hol(lmorfe functie ( = C (w) van 6.w op 
de eenheids.oirkelschijf ! C 1 < 1 conform is in Wo (fig. 26) . 

*) [ n ( ig. 25 mag de cirkel À: het gebied -d: niet snijden . 

• 
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<p m = z - Zo is nu een h@l0morfe 'th!lnctie van l; V©Or I l; 1 "< 1; 
w- re-0 

ünmers voor I l; 1 < 1 is 'W ee1il holom0rfe functie val} /;, de inverse 
van r, = r, (w), en z is eeFl hol. functie van w in 6 t~~ll~ . 

vooF I C 1 < 1 , terwijl I w, - Wo 1 -=f- 0 voor I C 1 < 1 . • -~ 
Voor cle functi_e <p (C) geulen nu de v0lgemcle 3 eigenschappen: 
1 ° <p (C) -> © voor C -> Co op het be~ld ut van uw (het beeld 

Van Gz) . 
Omdat n.l. as de cirkel y" onder eeJ1 bepaalde hoek snijdt, is 

j Z-Zo ! 
( ) begrensd op u;;. Omdat z op az tot Zo nadert binnen ö.::, 
z. Yz 

is ,roJgens (2): 

(z y-) ! z - Zo j 
' • -> 0 dus ook ( T- )· - > 0. (w, I'w) ' W, ,o 

Maar, 1 z - Zo ! ! z - Zo I O ---- <-'-,---- -> 
1 W - Wo j (îeJ, I' w) 1 

zo@dat <p (C) - > 0 voor C -> Co op at. 
• 0 

2° <p (C) -► oo op a!tle koorden van I C 1 < 1, door Co-
Omcdat n.l. 6.tu en I é; 1 < 1 conform op .elkaar zijn afgebeeld, 

zal het beeld van een ko<Drde kt, die de cirket \ Ç ! . 1 onder een 
hoek 'IJ' snijdt, een kromme liw zijn, die cw in 'leJo onder een hoek ''/J 

ontmoet. Deze kromme ligt . dus in de omgeving van w 0 stellig 
binnen d.iu. Men vindt: · 

Q 

· (w, cw) - > ! w - Wo I sin 'IJ', 

7-"'odat t11·t (z, J..) ·· · (!)] l t (z, J..z) 
_ _, ( ) - > oo LZ-le vo g : ! I - > oo. 

W, Cw . W- W o 

1 Z - Zo 1 (z, Àz) 
' > ---- -> CX) 1 W - Wo 1 1 W- Wo 1 ' 

() 

Nu is: 

dus cp (C) - > co langs genoemde ko0rden. · 

3° 'vVe kunnen een cirkelsegment van I r, 1 ~ 1 bepalen, ten 
deele begre,nsd door cr~ en een. koorde door Co, die elkaar onder 
een h0ek cp snijden, zóédat in di_t segment cp (r,) een argument 
heeft, dat de waarden uit een bepaalde hoek niet aanneemt. Zie 
fig. 27r. . 

Dit v@lgt 1üt: arg <p m = arg (z - Zo)~ arg (w - Wo); aJs we 
voor <p een hoek kiezen•< !1: (zie boven), liggen de argumenten. 

• 
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Fig. 27. Criterium van WOLFF. 

van ~ (C) in een hoek -= 2n - le, zoodat de waa.rden uit een hoek 
=- 1t ontbreken. 

cp (z) is dus, in de ruime zin, begrensd. 
Volgens opmerking II, § 21, blz. 69 kan een begrensde functie 

cp (t) de eigenschappen 1 ° en "2° niet bezitten. 
Uit deze contradictie volgt de juisthejd van het criterium. · 

Opmerking: Het kmnerk van Caratheodory-Val·iron, is als bi/
zonder geval opgesloten in dat van Wolf/. 

Immers, de cirkelschijf binnen Gz uit eerstgenoemd kenmerk 
doet de dienst van de schijf 6z uit het kenmerk van WoLFF, en 
çle cirkelomtrek, waarbinnen G,, ligt, doet de dienst van de cirkel 
Äz uit het kenmerk van WoLFF. Elke cirkelschij f C111, in ! w 1 < 1 
rakend aan I w ! = 1 in het beschouwde randpunt, ligt aan één 
zijcle van Àz, ·omdat Gz in z.ijn geheel- aan één zijde van 2. l,igt. 
Een afbeelding, die 'aan de vo0rwaarden van C..\RATHEODORY :vol
doet, voldoet dus tevens aan die van WoLFF . . 
§ 23 - 1-weede criterium van Caratheodory - Ca·rathe9dory geeft 
(t.a.p. blz. 53) een, tweede oriteri•wrn, algemeener dan dat van § 4. 

Onde~'stelZ.11nge1i: 1. w = / (z) beeldt het enkelvo·udig sanienhangend, 
schlicht gebied G:: 'af op · de eenhe11:dscirkel
sch19 / G,o; 

2. Hz 'is Jen deelgeb·ied van Gz, dat 11net G:: ee:n 
ra4idpwnt P, gemeen heeft, z(!Jetk rcmdp111nt ~net 
w = + 1 cor,yespondee·rt ; 
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3. de rand A:: vatn H:: ·is in de omgeving va111 Pz 
anatylti:sch,; 

4. het beeld H111 vatn H:: JieefZ een cir!telsc/vi,:j/, die 
in w = + 1 aan de eenhe-idsc•vrkel I w 1 = li 
raakt, tob deelgeb1'ed. 

Bewer·ing: de afbeelding van G:: op Gw is conform ·in w = + 1. 

Bewijs: Beeld H:: door u = <p (z) één aain één en con-form af op 
de eenheidscirkelschijf H.11 (l u, 1 < 1), zóódat P:: correspondeert 
met u = + 1. Dan is z = "P (u) een holomorfe functie van ·1it in H11 , 

en w = / 11p (u,)} een holomorfe functie van 1,t in H1,, die H" op Hw 
a'tibeeldt. 

Volgens het criterium van CARATHEODORY-VALIRON is de 
afbeelding van H11 op Hw conform in u = + I (zie: onclerstel
li,ng 4); dt1;s: 

dw . 1· o 1· 0 1 (! ) 1 :n; d,u, -► emc •1ge 1mes, :f- , voor ·it -► 1, met arg - it -= o < 2' 

P:: is een inwendig punt van ~en analytische deelboog va\n 
.·'1::; dus it = <p (z) is over P:: voortzetbaar, en: \

1 
!:•-► eindige limes, :f- 0, vooli z -► P::, b~eedimensionaal, du~ 

stellig angulair, in elk beeldgebied van de aangegeven angulaire 
omgevingen va.in u = + 1 . _,,....-

dw die; du 
Uit: dz = d,u, . dz volgt FJ.u: • 

dw . d' 1· 0 àz -► em 1ge 1mes, :f- , voor z -► P:: (angulair). 

De afbeeldr.ing van G:: op Gw is dus conform in w = + 1 . 
üpm~rk1:ngen: 1. CARATHEODORY stelt nog de eisch, dat een 

deeJ der Feëele as van het w-vlak (h < w < 1) beeld is- van een 
kromme t::, die geheel in H:: ligt. · 0 

Deze voo1'waatrde i,s btijkens bovenstaand be·wijs .overbod1:g. 

§ 24 - Criterium van Lars Ahlfor,s 42) 

In een recent artikel fueeft LARS AHL'FORS de conformiteirt der 
42

) L ARS AHl!.FORS, Acta Societa,tis Scientiarum Fenni<;:ae, Nova Series A; 
Tome l,n0. 9, J 930; Untersuchungen zur Theorie der Konf©rmen Abbil~ 
dung und cler ganzen Funkiiionen. 

0 

) 
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rufbeelcling in een arngularilie hmurt van een randpunt 0nderzocht, 
en <daarbij o.ai. de v0lgencle result aten verkI1egen. 

Onders~e.l, d'cl,t het enike1voucil.ig samenhangend geThied G2 doo,r 
w = f (z) conif@Fm w0rrdrt afgebeeld op het reehtei:hailfvla,k Gw. Als 
0 (r) het aamtal :ua<il,iailen is vain die b00g in Gz van éirkel I z 1 = ,r, 

die gesnecilen worcl,t door het beeld ~an de r.eëele as van het w-vlak, 
dan zal, als de a/beeld1ing vC111i G:: op G,11 angulai,r con/ or,,,n is in z = oe 
(en ook z = 0 bere1;kbaar YC111idpunb i s), voldaan zijn aan: 

r 

rn -( O (,r) . é/;r is begrensd (11' willekeu,rig) . 
0 r) r 

i 
(N oodige voorwaa:rde voor angulClllire conformiteit). 

Zij voorts mp het grootste van de getallen 0 en max. } [n-8:1, (r)] 
in het interval ki>-== r -= !?PH (k p0s., ·constant, > 1 ), als (}1 (r) 
het aantal radialen is van de grootste deelb0og van 

1 z 1 • 1' binnen G::, 

dan zal de afbeelding VClln G:: op Gw angulairr confor,ni zijn im z = oo, 
1:nd•1:en voldaan is acr,n: 

• 
' (X) co 

l:, mp e1i f l 0 (r) -:- n 1 ~ z,19°11, convergent. 
P=O ; 

" ( Voldoende voorwaarde voor angu.la1ire con/or11vi,teü). 

F ig. 28. Griter,ium van AHLFORS. 

6 
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Met behulp van dit criterium blijkt, dat de afbeelding van het 
in fig. 28 aangegeven gebied G" op het rechterhalfvlak Gw angulair 
conform is in z = 0. CARATHEORORY geeft dit voorbeeld aan het 
slot van zijn onder 8) geciteerd artikel, als toepassing van het 
in § 23 genoemde criterium. Toepassing vàn het criterium van 
AHLFORS zal tevens doen zien, dat het gebied G:: door nog alge
meenere gebieden kan woiiden vei-vangen. 

G:: bestaat uit het rechterhalfvlak, plus een. verzameling on
eindig: lange, horizontale strooken uit het linkerhalfvlak, die aa:n 
het R.H.V. grenzen in de intervallenverzameling (a,,, b,,), die zich 
in O verdicht. De intervallen worden zóó smal gekozen, dat de 
reeks: 

convergeert. 

(X) ' 1 b.,, .'-' og -
a" 11=1 

Transformeeren we het criterium van AHLFORS voo1· dit geval, 
waarin z = 0 in plaats van z = ooe- het te onderzoeken punt is, 
dan blijkt, dat we voor het aangegeven gebied G:: moeten be-
w13zen, dat 0 

1 (X) J w (r~. d1- en l:, mp 

o P=l 
• convergent zijn. 

mp is het grootste der getallen O en max. 1 [n - 01 (r)J in het 
interval kP ===-- 1' ==- ~p+1 (k positief, constant, < 1); w (r) = o (r) - :re 

neeft dezelfde beteekenis, als in het vorig geval. .De I-'Som is nul, 
en voor de integraal merken we op, dat de integrand nul is, be
halve op de aangegeven intervallenverzameling; hier is echter 

w (r) < n. 

AHLFORS bewijst, dat, hoe de rand I',, ook moge zijn, de integraal 

J w (r: · dr (als LEBESGUE-integraal op&'evat), bestaat (t.a.p. blz. 11 ). 

J 

Uit: 

• 



\' 
\ . 

~ CO b" 00 

f w (r) dtr I: f d,r LI b" ----'----'--- < :n - = n og - , 
1' r a,~ 

0 li=élll,, tt= il 

dus einclig, 

1 

volgt n·u, dait f w (ir~ · dr c0n-vergent is, z0oclat aa..R de ~oorwaarden 

0 

van A.IHLF0RS voor angulaire c0niormiteit is voldaan. 
Tevens bliji.kt, dart de strrooken in het linkerhalfvlak door alge

n:ieenere gebieden mogen worden vervangen, mits de intervallen
verrzaimeling 0p cle imaginaire as dezelfde blijft . 

.. 

• 

.. 

• 

6* 
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· TOEPASSINGEN 

§ 25 - Als w = f (z) het rechterhalfvlak Gr: conform afbeeldt op 
het enkelv0udig samenhangend gebied, Gw in het rechterhallfwlaik, 
dat met G. het onefadig verre punt tot gemeenschappelijk ran€l.
Jl>Unt heeft, dan is volgens § 20 de afäeefoling angulair-conform in 

dit ranclpunt, als 2, de limiet vain ~ voor x ->- oo, y constant, niet 
X 

gelijk nul is. . 
Als voor w = f (z) de bijbehoorende J, > 0 is, zulten we het 

gebied Gw, met het oog op het gedrag in het oneindige, een "deug
devi,jk geb1:ed" noemen;· is 2 = 0, dan noemen we het gebied niet-

~ . 
deugdelijk. 

De stelling van de volgende paragraaf zal ons een voorschrift 
aan de hand doen tot het_ construeeren van deugdelijke gebieden. 

§ 26 - Ondwstelling: w = f (z) is holomor/ vo"Or x = R (z) > 0; 

u = R (w) > 0; J.1 = lim, :: (y constant) < 1. 
x->- ,X C 

Bewervng: De pimtver-zamelvng (z) u11:t het rechtwhal/vlak, 
waarvoor u < x, vormt een deugdelijli gebt:ed. 

Beun'.js: Zij a = a, + b1: een punt uit het rechterhalfvlak G::, 
(dus à> O); dan is R lf (z) + a 1 > 0. 

De. vergelijking f (z) + a = ze heeft clan voor· elk dier a's één 
en niet meer dan één wortel lDinnen Gr:. Op de ra.nd vin G:: kan 
n.l. geen dekpunt der transformatie / (z) + a' liggen; i~mers, 
z = oo kan geen dek.punt .ûjn, omdart dan zou gelden ,u + a = x, 

dus 1.:!: + ~ =- 1, dus Jim ~ + (-> 0) =- 1, zoodat lt ==-- 1 zou zijin, 
X X x->co X 

in .strijd met de onderstelling; en wegens u + a > a is een dekpunt 
op de imaginaire as evenee..lils <mmogelijtk. 

E>eze wortel van / (z) ...J- a = z is een holom0rfe functie van a, 
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die we Ç = Ç (a) 11oerro.en; uiit / (Ç) + a = ç v@lgt: ~; = I - j'(Ç). 

\;\.-legems: . 
, --= R Lf (s)] ~ R (~) - R (a) . da dÇ · 

1/ (Ç) 1 = R (t) - R. (Ç) < 1, 1s dÇ f Oen !bestaat da dus . 

. Bij elke a uit het re<s.hterhalfvlak 'behoort één Ç, ZJóódat 
/ (Ç) + a = Ç, dus. i, < x is; 

bij elke t, waarvoor u < x is, is er één a te bepa.len, zóódat 

ç - f (s) = a, met R (a) J!)OSitief. 
De punten a van het rechterhalfvlak oorrespom.leeren <dus één aan 

één met die der puntverzameling (~ < x). De afbeelding van het 
o·ecbterhalfvlak op deze puntverzaimeling is bovendien conform, 
omdat de holomorfe fonctie ~ = { (a) de afbeelding tot stand 

· brengt. Volgens de stelling van de gebiedsoverdracht is de punt
verzameling (it < x) dus een gebied. 

Uit R (~) > R (a) volgt voor de J. van ~ (a): 

J. l . R (C) ( . .. l) ==-- 1 , = 1n1 --,~ , a reee = . 
(1,->-cn a 

§ 27 - Voorbeeld I: Neem voor w = f (z) de fuactie 

/ (z)°= yz = ,y½. (cos {rp + i s1:n ½ <p). 
Deze functie is holomorf in het R.H.V. en de functi~waai.:den liggen 

in het rec::hterhalfvlak. À/ = lim r½ = 0 < 1, dus de functie be-
c:a '7- >r.n 1' 

hoort tot de in § 26 beschouwde klasse. Het gebied G, waarvo0r 
u < x, is dus een deugdelijk gebied. . 

De uand I' wordt verkregen door u, = x te stellen. 
De vergelijking der randkromme is in poolcoördinaten: 

cos2 ½g, 
1' ½ cos ·½cp = r cos <p, of: ?' = 2 ~ • . . • . ( 1 ) 

~ cos <p 
n 

H et gebi_ed G door de kromme omsloten bevat hoeken, die 

will:keurig dicht bij n liggen, zooals blijkt uit r -> co vo0r <p ->- + 5· 
n . . cos2 -¼ <p d lk h .. ;. VooJJ <p ->- -
2 

1s x = - -> co, zoo at e e ree te evenw1J<U1g 
cos <p 

aan de y-as door de kromme r wordt gesneden, en het criterium 
va,n CARATHEOD<?RY-VALIRON (§ 21) voor deze kromme dus niet 
toereikend is. 
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Vergelij~ing der kromme in calitesis<sfue c0ördina>ten: 

, _ 1 + €OS <p _ ;l! + y x2 + y2 

X - 2 COS <P, - 2 2x , 

dus: x2 + y2 = 4x2 (x-½)2. 

V 00r het bel00p der kromme ilil het 0neindige hebben we: 

y2 = 4x4 ; 1 y 1 = 2x2 . . . . . . (2) 

Voorbeeld J,J: Nemen w = / ~z) = IIYz, dan behoort ook deze 
1 

functie tot de k[asse, wegens Iim ~ = 0 < 1. 
r - >-«> ~-

De randkromme I', waarvoor u, = x
1 

is vinden we uit: 
1 1 

,y cos <p = r11 cos 
1
Ï cp, 

waaruit voor de vergelijking van de kFomme volgt: 

[ 
1 l n. cos ;;, <p 11.-1 

r= - -- • 
cos <p 

1 

Voor 1 <p 1 - >- ;r,;
2
- is r = 1 y 1, dus x = 1 y 1 ;; cos. xc . . . . . . (3~ 

. 211, 

Voorbeeld, II l: Neem / (,z) = z + a . Vi/ e kiezen a positief 
lg (z + a) • en > e, dan zijn lg (z + a) en f (z) holomorf voor R (z) > Q, 

terwijl R GI (z)] > ().) is. 

ÄJ x~~ lg~x++a a) = 0 < 1, dus / (z) behoort tot de besclwuwde 

klasse . 

Stel z + a = o . ei8 (g em. 8 reiel), dan is: 
• 

• 

waaruit volg1 : 

waarin clus g = v(x + a)2 + y2 en O = bgtg X: a· 

De randkromme I' wo. <dt dus bepaald door 

• 



8'il 

. . . . . . . . (4) 

Bij de be0or€leeHng van het gedr:ag der kromme in het oneii;idige 
bedenke men, dat lg x \V©Or x -► oo zwwkker oneindig wordt dam 
elke nog e;oo liage ma0hit vailil x. 

X 
Hen rechtserfül van (4) is t.0.v. x van dezel.fcle orde als lg x' 

dus van een orde < 1 , en t.o.v. y v:aB der.tf',Jrl'de orde als 

Men vin<ïlt dus voor het gedrag in het oneinclige: 

y 
(lg y)2' 

. . . . (5) 

Voorbeeld 1 V: Neem / (z) = t / t: )' a positief en > ee, clan 
· ,g g z a 

is / (z) holomorfi voor R (z) > 0, en R [f (z)} > 0. 

}. l . X + a. Û ·f = 1m - ~ -- = < 1 , dus / (z) behoort tot de be-
x-►<X> lg lg (x + a) n 

schouwde klasse. 
Stel z + a = o . eiO (o en 8 reëel), dan is: 

met 
Q 

9 
. 0 . eiO geiO 

•i,t, + iv = lg [lg l> + i O] = lg g' + 1:0 1 

g' = ,V(lg !')2 + é· en 81 
, bg tg-

0
-

lg ll 

· Voor de ve1·gelijking van de randkromme I' vwn het gebied 
G (it. < x) vindt mem: 

x -
(x + a) lg !/ + yO' 

[lg !/]2 + 0'2 
(6) 

0 

X 
Het rébhterlid is t .o. v. x v:an dezelfde orcle als 

1
- -,, dus als 

X • X • ge . 
1
-

1
-, of als 

1
-

1
-, d.1. van een orde< 1, en t.o.v. y van dezelfde 

ggQ ggx . 

orde als 
1 

(i i )
2

; immers O' = bg tg 
1
_!_ is van dezelfde 

gy. ggy ge 
1 • 

or€1e aOs lgy en lgQ'<N> Jglgy. 

Men vindt dus voor het gedrag in hët oneimclige: 



x=lgy. {iglgy)2 
. . . . . (7) 

Voorbeeld V: Neem / (z) = z ~ a )' a posiitiè~ e:Jil. > (/\ 
. lglgtgz+a 

clan is / (z) hol. veor R (z~ > 0 elil R rJ (z)] > 0. 
J..; = 0 < 1, dus f (z) behoort tot de beschouwde kfosse. 
Stel _weer z + a = Q • eiB fo en O reëel), da,n is: 

• 0 . eiB O • eiO !! . ei8 

'/,{, + ?-v_ = lg [lg (lg· o + 1·0 j ] = lg [lg g' + 1:0'] = lg r/' + 1io"' 

met ' 8 ,/ = y(log(.)}2 + fJ2, 0' = bg tg
1
-; 
go 

0' 
o" = y(logo')2 +0'2 eJ11 0

11 = bgtglg(/. 

Voou de vergelijking van de ra1:idkromme I' van het gebied 
G (u. < x) :vindt men: 

(x + a) . lg Q''t>+ y. 011 

X = (lg !.>'')2 + 0"2 
· x 

Het rechterlid is t.o.v. x van dezelfde or~le als 
1
---;"ï, dus als , g () 

X X . · 

1
-

1
-,, of als 

1 1 1 
, d.t. van een m·de < 1. 

g g f! g g g x . 0' 
Ten opzichte van y is O" van dezelfde o:ude als -

1 
-,. dus van 

0 ge 1 
deze1fde orde a ls

1 1 
" d.i. van dezelfde 0rde als 

1 1 1 
': 

go . ge g y . 0g g y 
terwijl lg ()'' = lg lg o' =lg lg lg y; t.o.v. :v is het reohtedid dus 
van cleielfde orde als 

y 
lg y . lg lg y . (lg lg lg y)2 .. 

Men vindt dus_ voor het gedrag in het oneind~ge: .,, 

y' 
x ""'Ig y . lg lg y . (lg lg lg y)2 . • • 

.. 
. . (9) 

Duidt men met logn z den-maal herhaalde fog van z aan, daR 
vindt men op anaJoge wijze, door uit.te gaan van de iunctie: 

z+a 
f (z) • logn (z + a)' (10) 

• 
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a positief, en voldoernil.e groot, een deugdelijk gebied G, met rnnd
kromme F, vo0r welkeF gedrag in ket oneindige geldt: 

'Y 
X G\!) t [. l . l (l )2 . . . (1 1) gy · •g2y · ga Y · · · · g1,-1Y. g1tY 

§ 28 - Parallel aa:n de ondlerzoekingen van § 27 willen we, tot 
slot, het gedrag in het oneindige nagaa;n van eenige ondeugdelijke 
roegrenzingskromroen. 

De functie 
z+a . ee 

w=/(z)= 1 ( )' a>e (ne's) .. (12) 
gn z + a 

is holomorf voor x = R (z).> 0, met 1-t = R (zei)> 0. 

\,Vegens Jim ~ = 0 (y = 0) is het beeldgelDied Gw va,n het 
x->ex> X 

R.H.V. een ondeugdelijk gebied. 
De rand Tw van Gw is het beeld van de imaginaire as van het 

z-vlak. ~ 

r, 

a) Neem n = 1. Voor I',v geldt: 

io + io . sin 0 
w = 1 . + . , met ') cos 8 = a, 

g !> ·t . 0 

_ . a lg o + o sin 0 . 0 + ,,; . (e lg l> sin 0 - ao) 
- (lg o)2 + 02 

Hier is, voor g - > co: 

o f.! l 1 11, = (-l )2, v =-1 - en g v = g f.!, 
g !.>. g f.! '-' 

dus: 1,/, 1 V 
- CNI - Of 1,/, CNI - • 

,, ' 
v lg e . lg'v 

b) _]:'leem n = 2. Voor I'w geldt: 

a + ig sin 0 a + io sin O 
W= ----- = --:-----,---,--

lg (lg !.! + i8) lg !.!' + 1:0' 

(verg~lijk de vorige §) 

_ a . . lg o' + Q sin 8 . 0' + i . (e sin ff. Ig e' - a . 8') 
w - (lg g')2 + 8,2. 

( 13) 



Nu is: 

en 

dus: 

90 

fl 1 
8' = bg tg ig 

2 
= lgv; 

() (} . 

-u, = lg o . (1g o')2 = lg o . (lg2 i>)2' 

{} l) 
V <X> --, <X> --, 

lg· o lg2 Q 

lg v = lg Q, 

V 
1,~(X) ---

lg V. lg2 V 

c) Neem n = 3. V00r r;;; geldt: 

a + iQ sin 8 a + ig sin 0 
w = lg lg (lgi.> + i8) =1g e" + i8"' 

(vergelijk de vorige §) 

(14) 

alg g'' + Q sin 8 . 811 + i l!' . sin 8 . lg e': - a . O" l 
w = (lg Q")2 + 0"2 · 

Thans 1s: 

(! 
,lf, (X) ~ 

lg o . lg2 Q . (lg3 v)-

en lg V (X) lg (l, 

dus: V 
1/,/1 (X) - -----

lg v . lg2 v . lg3 v 
(15) 

d) Algemeen vindt men voor I' w: 

a + i(} sin 8 W=~-------lg g(n-1) + q;{J(n-1) 

in d0orz1ohtige notatie, d.i. 
w = alg g(,i- l) + Q . sjn 8 . ()(11-1) + i { Q .• sin 8 .lg Q(n-1) - a, O(n-1)} 

! lg !>(1'-i) ! 2 + ! 8(1i- l) ! 2 

Hier is: • 

en 

8(11-2) 
8(1,-1) = lg " (11-2J . . . . = lg lg 1 ' 

" (} · 2 () • • • • gn- 1 () 

U<X> (} • . (} 

lg Jg 1 (] )2' V (X) -1--, (} · 2 Q • • • g,,._1 () g () g11 () 

Jgv=lgQ, • 

• 

0 



., 

l 
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V 
1,(1 CM -c-------------

îg V • lg2 V • ..• lg11-!IJ 11 • Jgn V · 
dus: 

Sch,tijven we x en y inplaats van ,u en v, dan vinden we der
ha1v,e, cdat d'.e gebiel!len G, in iRet RH.V., met raindkrommen I'z, 
waarv00:r geldt: 

X<Ml 1 1 y 1 1 ' g 'Y' · g2 Y · g3 Y · · · · g11-l Y · g,11 Y 

n.iet-cleug0el~jke ge0ieden zijn . 



• 

• 

• 

• 

• 

• 



STELLINGEN 

I 

iDe formule van ]ENSEN vo0r geheere functies: 
2r. R 

)- fiog I f(R. e<Pi) 1 dep = ! ,,(r) &r 
2n · ~' 

0 0 

is elementair bewijsbaar. 

II 

1~ 11• UP • + 1 
- ..1.. - + + - k 111 lp De omgelijkheid 1 (1 - u) e 1 ' 2 ·· · · P 1 < e · 

v0orkomt in "Leçons sur les fonctions entières" 
E. BoREL, ka,n ~ s volgt verscherpt worden: 

Als p < a ~ p ~ 1 , clan is voor alle complexe u: 
U• u-.:. 111' -+ -+ .J.. _ 

1 (1 - it).e .1! 2 ··· · P l <ei< t 11I", 

waa,nin de constante k alléén van a aiföangt. 

III 

cl:ie 
(blz. 51) van 

De rede11eering van Pr0f. HK_ DE Vnms, op blz . .16 en 17 iVan 
het Beknopt Lee.r0oek der P~@jectieve Meetkunde, is, in tegen
stelling met de bewering van clen schrij·ver, niet toereikend om de 
diepere grond te opelilbarren vo01i' de invariantie vam de cilubbel
vérihol!lding op een vierstraal. 

lV 

Een ruimte krromme en.is een p-v0udige kromme op het regelvlak 
harer trisecai;i.ten; hierin is p = h - (n--2), aJls h. het aantal sohijn-
bare dubbelpunten van e·• is. .. 

J. H. WA:-ISJNI( 



"' 



V 

!I)e s1ielling, tlie ARZELA geeft Ïlil. het artikel: SuUe seFie di Funzi0ni 
(Memorie della R. Accademiai delle Soienze dell' istituto di B0l0gna, 
Serie V, t0mo VIU, blz. 1-4L kan uitgeb11eicl! worden Gloor de 
inte1ïvallen vernamelingen ,met lengte > d) te vervangen clo@r 
gesl0ten meetbaFe i[DUnt.verzamelingen (met x-maat > d). 

VI 

W. SElDEL vermeldt in zijT\ airtikel: Über die Ränderzuordnung bei 
konformen Abbildu1~gen (Math. Annalen 1042, 1931 ): 

"Bei dem Prol:>1em der konformen Abbildung des algemeinen 
einfach zusárnmenhängelil.den schlichten Gebietes mit mindlestens 
zwei Randpunkten auf einer [(reisfläche hat Oscoon zuerst eine 
schade Trennnng zwischen dem Problem der konformen Abbi1€l:ung 
des Inneren eines Gebietei; auf das Innere einer Iüeisfläehe und 
dem Problem des Anschlusses dieser Abbildung an den Rand eir:i
geführt". 

Deze bewer1ng'lis onjuist; de scherpe sch.eiding, waarvan sprake 
is, is door H. A. SoHWARZ in zijn artikel: ,,Zur Theorie der Abbil
dung" ( I 869) reeds ingevoerd. 

. \ VII 

Het ééne uur Cosmographie, dat op de lesrooster van de Hoogere 
Burgerscholen met vijfjarige cursus A voorkomt, en wel als regel 
op de rooster van. de derde klasse, is daar misplaatst. 

yrII 

H i?vefüil.lent géén aanbeveling om bij het 0nderwijs i.µ Mechanica 
0p tie !H.B.S . .het begrip centrifugaalkracht in te voeren; iRv0ering 
vain dit begrip op de wijze, waa.0p REINDERSMA en VAN LomJIZ.EN 
wllks-cl0en (Nieuw Leerboek der Natuurrkunde, deel II) sticht ver
war;ring, 

" 
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