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Indien in Het z-vlak een puntverzameling (2) gegeven is, en we
voegen door middel van de functie w =/ (z) aan elk punt z een
punt w van het w-vlak toe, dan ontstaat er een puntverzameling
(w), die zichzelf kan overdekken en die we het beeld van de punt-
verzameling (z) noemen. We zeggen, dat de functie w = f (2) de
ajbeelding van (z) op (w) tot stand brengt.

Is de puntverzameling (z) een gebied G: en de functie @ = f (2)
een niet-constante, rolomorfe functie in G;, dan heeft de afbeelding
een aantal belangrijke eigenschappen, waarvan we de volgende
noemen:

a) de puntverzameling G, is weer een gebied. (stelling van de
oebiedsoverdracht), -

b) als twee krommen elkaar in een punt P. van G; onder een
hoek 0 snijden, snijden de beeldkrommen van die beide krommen
elkaar in het beeldpunt P van P, onder diezelfde hoek o,
mits [ (z) in P, niet nul is (stelling van de hoektrouw),

¢) de plaatselijke vergrooting N in een punt P, van G; IS een

_functie van z, die niet afhankelijk is van de kromme door Px,

met behulp waarvan men de plaatselijke vergrooting definiert,

d) ieder enkelgelaagd (,,schlicht’’), enkelvoudig samenhangend ge-
bied G: in het z-vlak met minstens twee grenspunten kan door een
in G: holomorfe functie w = f (2) één aan één en conform op een
cirkelschijf Gy worden afgebeeld (fundamenteele stelling van RIE-
AANN) ). :

Men zegt, dat de functie w = [ (z) G: op Gw glad (,schlicht”)
afbeeldt (in welk geval men de afbeeldingsfunctie ook wel ,uni-
valent” noemt), als de correspondentie tusschen G: en Gu €één
aan één is. Noodige voorwaarde hiervoor is, dat f’ (2) nergens in &
nul is. '

Door de conforme afbeelding van een gebied G; op de eenhelds-
cirkelschijf G, wordt, zonder dat aan de afbeeldingsfunctie eenige

1) L. BieBerBAcH, Lehrbuch der Funktionentheorie 1T, 1927, blz. 5—S8.
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voorwaarde wordt opgelegd t.o.v. de grenspunten van G:, auto-
matisch cen correspondentie tot stand gebracht tusschen de randen
. van G. en Iy van Gp. Reeds door SCHWARZ?) is gevonden
(1870), dat de betrekking tusschen de punten der randen [ en [
één aan één en continu is, mits de rand /% uit een eindig aantal
analytische bogen bestaat. _

De boog, gedefiniéerd door x = (1), y =y (), voor & = ¢ = 1y,
heet dan en dan alleen analytisch, als het segment {, = =/{,
in een gebied G ligt, waar x ({) -+ 7y (/) een holomorfe functie
van { is; m.a.w. als ieder punt #, van dat segment middelpunt is
van een cirkel, waarin x (¢) -+ ¢y (£) kan ontwikkeld worden naar
machten van ¢ — /.

Door OsGooD is in 1901 het vermoeden uitgesproken ?), dat de
correspondentie tusschen de randen I%:en Iy eveneens één aan één
en continu is voor het geval I een eenvoudige [ordan-kromine
1. Van deze stelling van OscooD zijn sinds 1912 vele bewijzen
gegeven ). We geven in hoofdstuk I het bewijs van WoLFrF (1930) ®),
terwijl we dit bewijs zullen vergelijken met die bewijzen van
andere onderzoekers, welke er het nauwst aan verwant Zijn.

Voor het geval I: een algemeene Jordan-kromme is, wordt,
na invoering van het begrip randelement (CARATHEODORY, die een
analyse van de randen geeft, los van het probleem van de conforme
afbeelding der binnengebieden, spreekt van ,primenden’ %)) de

stelling van OsGoop aldus gewijzigd, dat er nu een correspondentie _

¢én aan één bestaat tusschen de punten van I, en derandelementen
van I. Aan de veelvuldigheid van een randpunt van [ zien we
een grens gesteld in WOLFF'S stelling over de nulmaat®) van de
verzameling der punten op [, die met én grenspunt van G-
correspondeeren, met welke stelling we hoofdstuk T besluiten.

Uit de analytische voortzetbaarheid van de functiec w = f (2),
die G; één aan één en conform op |w | <1 afbeeldt, over alle

%) H. A. ScuwaRrz, Gesammelte Abhandlungen 11, 1890, blz. 149—151.

%) W. F. Oscoopn, Enc. der Math. Wissenschaften I1s.1, 19, 1901.

*) E. Stupy, Konforme Abbildung einfach-zusammenhingender Be-
reiche, 1912; blz. 55 e.v.; zie verder noot 22).

8) J. Worrr, Verslagen Kon. Akad. van Wetensch., 25 Jan. 1930: blz.
96—97.

) C. CARATHEODORY, Math. Annalen 73; 1913; blz, 323. e.v.
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inwendige punten van analytische begrenzingsbogen, volgt, dat
de afbeelding ook in deze punten nog conform is.

Om vervolgens het gedrag van de afbeeldingsfunctie w = f (z)
in de omgeving van een randpunt van [ te kunnen onderzoeken,
voor het geval dit punt géén inwendig punt van een analytische
deelboog is, worden eerst in de hoofdstukken II en III eenige
stellingen afgeleid, die alle steunen op het lemma van SCHWARZ
(1870) 7). Dit lemma doet uitspraak over het gedrag van een
functie, holomorf in een cirkel, waarvan de functiewaarden in een
cirkel liggen. Voor deze cirkels kiezen we of eenheidscirkels, of
halfvlakken. Achtereenvolgens wordt het theorema van SCHWARZ
besproken voor de gevallen, dat de transformatie w = f (z) een
dekpunt heeft in het middelpunt van de eenheidscirkel, in een
willekeurig punt binnen de eenheidscirkel, en voor het geval, dat
er omtrent een dekpunt der transformatie niets voorondersteld
wordt. Met behulp van de uitdrukkingswijze der niet-euclidische
meetkunde wordt aan het theorema van SCHWARZ tenslotte een
zeer eenvoudige formuleering gegeven: de transformatie w = [ (2)
bligkt de niet-euclidische afstand®van twee punten binnen de eenheids-
cirkel niet te kunnen vergrooten ®).

Het kan zijn, dat de transformatie w = /[ (z) slechts punten
op de omtrek van |z | =1 invariant laat. In dit geval stellen de
uitbreidingen door WOLFFE ?) en JULIA 1°) aan het lemma van SCHWARZ
gegeven (hoofdstuk III) ons toch in staat, conclusies te trekken
®over de aard van de transformatie van het binnengebied |z | < L.
In plaats van een cirkelbundel, die bij het lemma van SCHWARZ
optreedt, waarbij één der nulcirkels van de bundel een binnen-
punt van de eenheidscirkel is, vinden we nu een bundel van cirkels,
die de eenheidscirkel en elkaar in een punt van die eenheidscirkel
raken. y

Kiezen we voor de cirkelschijven, genoemd in het theorema
van SCHWARZ, rechterhalfvliakken, dan blijkt, dat voor het theo-

7) H. A. Scuwarz, Gesammelte Abhandlungen LI, 1890, blz. 108; e.v.
en C. CARATHEODORY, Math. Annalen, 72; 1912; blz, 107 e.v.

8) C. CARATHEODORY, Sitzungsberichte Preuss. Ak. der Wissensch., 1929;
1V, blz. 43 en M. A. BrocH, Mémorial des Sciences Mathém. XX, blz. 8.

%) J. Worrr, Comptes rendus, 7 April 1926. ¢

19 G. Juria, Journal de Mathématiques 83; 1918; blz. 72, e.v.; Acta
Math., vol 42, 1918; blz. 349, e.v.
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rema van JuLiA de eigenschap, dat A = lim — (y constant) onaf-
= X
X—roD

hankelijk is van de gekozen y, van fundamenteele beteeke-
nis is.

Ook door een limietovergang uit het lemma van ScHWARZ kan
op eenvoudige wijze de stelling van Juria worden bewezen.

De door CARATHEODORY 1) gegeven omkeering van deze stelling
toont, dat de voorwaarden, in de stelling van JULIA genoemd,
700 algemeen mogelijjk zijn.

Een witbreiding van de stelling van JuLia'?) wordt gevonden
door aan te toonen, dat, als van w =/ (z), holomorf in het rech-
terhalfvlak, de functiewaarden in het rechterhalfvlak liggen,
fg en ['(z) een reéele, eindige angulaire lLimiet hebben voor
z—>00; de waarde van deze limiet is gelijk aan de bovengenoemde
2, Voor w=f(z), holomorf in |z| <1 met |w | <1, volgt
hieruit, dat, als 2= + 1 en w= - | correspondeerende grenspunten

o l—w dw = e 1 T "
zijn, —— en - een recele, angulaire, limiet (5% 0) bezitten voor
—z 2

.

%z + 1. Deze limiet zal eindig zijn, als er een tot -1 conver-
geerende suite (z) is, met beeldsuite (wy), waarop het quotient
17: l{ d;: ! begrensd blijft. Men zegt dan, dat 7 (z) een hoekafgeleide
heeft in 1. s
In hoofdstuk IV worden criteria besproken voor de angulaire
conformitest van de afbeelding van een gebied G: op een cirkelschijf
in een randpunt z, van de contour I van G;. Van belang is de
door CARATHEODORY '%) en door VALIRON M) bewezen eigenschap
(1929), dat de angulaire conformiteit in z, verzekerd zal Zijn,
indien [ ; ligt tusschen twee elkaar in z, rakende cirkels.
Uit dit hoofdstuk blijkt voorts: 0

1) €, CARATHEODORY, zie ¥), blz. 45,

. 1) J. WoLrr, Comptes rendus, 13 Sept. 1926, C. CARATHEODORY, zie §),
blz. 49, en [E. Laxpau en G. VALIRON, Journal of the London Math,
Societv, Vol. IV, 1929, blz. 162 en 163.

13) C. CARATHEODORY, zie 8), blz. 51, e.v.

1) G. Varriron, Bulletin des Sciences Mathém. 1929; blz. 70 e.v.
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a) dat voor angulaire conformiteit van de afbeelding in een
grenspunt van G; het nief noodzakelijk is, dat de rand I in het
beschouwde punt een raaklijn heeft, — onder toepassing van
een criterium van AHLFORS, (1930)13), —

b) dat de afbeelding van een gebied G: op |w | < | angulair
conform kan zijn in een grenspunt z, van G., terwijl de afbeel-
dingsfunctie z = @ (w) discontinu is in het met z, correspondeerend
randpunt @, en in geen enkele omgeving van dit punt begrensd is.

Een fweede criterium van CARATHEODORY 18) en een criterium
van WoLFF (1930)Y7) stellen voor de angulaire conformiteit niet
slechts eischen aan de contour, maar ook aan de afbeeldingsfunctie.
Het criterium van CARATHEODORY—VALIRON is evenwel als bij-
zonder geval in dat van WOLFF opgesloten.

In het laatste hoofdstuk wordt een constructievoorschrift afgeleid,
dat ons in staat stelt begrenzingskrommen van gebieden in het
rechterhalfvlak te vinden, waarvan de afbeelding op de eenheids-
cirkelschijf angulair conform is in het oneindig verre punt dier
begrenzingskromme. Uit de toepassingen blijkt, dat de hier be-
wezen stelling de resultaten van VALIRON 18) omwat.

) Lars Aurrors, Acta Societatis Scientiarum Fennicae, Nova Series
A, Tome I, 9, 1930.

19 Zie noot 13), blz. 53.

17) J. WoLrr, Comptes rendus, 3 Maart 1930.

18). Zie noot ).
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RANDCORRESPONDENTIE, BIJ] AFBEELDING VAN
EEN JORDAN-GEBIED — STELLING VAN OSGOOD

§ 1 — Definitie van eenvoudige Jordan-krommie
Onder een eenvoudige Jordan-boog verstaan we een kromme,
gedefiniéerd door de vergelijkingen:

x=x0),y =y, (1)
als deze functies continu zijn voor /4 ={(=/{, en slechts dan
gelijktijdig aan x (¢) =« (), ¥ (t) =y (') kan worden voldaan,
als V=it

Indien men eischt dat «x (4) =x(4) en y (4) =y (&) en dat
uit x () =x ), v (@) =y ) voor i <i =1 < i, moet volgen:
t =1, noemt men de kromme door (I) bepaald een eenvoudige
gesloten [ordan-kromme.

Stelt men z = x + 7y, dan wordt de vergelijking van de een-
voudige Jordan-kromme: z =z (¢), continu voor ¥ =t =</,
met z (4) =2z (l) en z (§) £z (¢) voor 4 < ¢ < I < 1, terwijl voor
de eenvoudige Jordan-boog de voorwaarde =z (4) =z (l,) ver-
valt, en z () =£z (¢') is voor =t < ¢! = b,.

De eenvoudige Jordan-krommen (resp. bogen) zijn, zooals
uit de definitie onmiddellijk volgt, vrij van dubbelpunten. De
boog wordt door haar vergelijking 1 aan 1 en continu afgebeeld
op het lijnsegment (£, %), terwijl de transformatie

t ; { ;
£ =008 —— . 2x, y =sin ———. 2x

2 1 fo—ty
de kromme 1 aan 1 en continu afbeeldt op de eenheidscirkel van
het &-vlak (¢ =& + ).

Voorbeelden van Jordan-krommen. In de eerste plaats zijn alle
dubbelpuntvrije analytische krommen (zie: inleiding, blz. 2) Jor-
dan-krommen: de voorwaarde der continuiteit wordt vervangen
door de, de continuiteit insluitende, voorwaarde der holomorfie
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van z (t) (met |2z (f) |¢O). Een voorbeeld van een Jordan-kromme,
die geen analytische deelboog heeft, vinden we in de kromme
van HELGE voN KocH (zie fig. 1).

I'ig. 1. De benaderende polygonen [, [ en
I'; van de kromme van Helge von IKoch.
Beschouw de suite van gesloten polygonen I'. [} is een gelijk-
,zjdige driehoek, I, ontstaat uit [; door van elke zijde het
middelste derde deel weg te nemen en te vervangen door 2 zijden
van een geljkzijdige driechoek buiten I I3 ontstaat uit I5—;
door van elk lijnsegment, waaruit [} bestaat het middelste
derde deel weg te nemen, en te vervangen door 2 zijden van een
gelijkzijdige driehoek, zoodanig, dat de oppervlakte van het
door /),—1 omsloten gebied woxrdt vergroot. De kromme van
HELGE vdx Kocu is nu de kromme, bestaande uit de punten,
die op de lijnsegmenten van de suite I} gespaard blijven, en de
verdichtingsunten dezer puntverzameling.

Het bewijs van de continuiteit van de kromme van HELGE VON
Kocr vindt men in: Arkiv fér Matematik, Astronomi och Eysik
Bnd. 1, 1903, blz. 681 e.v.

Deze kromme heeft in geen enkel punt een raaklijn, Dit volgt
onmiddellijk uit de overweging, dat in elk uiteinde van een lijn-
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' segment, dat gespaard blijft, een hoek van 30° is te construeeren,
200 dat op beide beenen van de hoek punten der kromme liggen,
die zich in dat punt verdichten; dit geldt a fortiori voor de ge-
spaarde punten op een lijnsegment, die geen eindpunten zijn, en
eveneens voor de verdichtingspunten dezer punten.

We merken nog op, dat de booglengte van de kromme, alsmede
van elke deelboog der kromme, oneindig groot is.

§ 2 — Eigenschappen van Jordan-krommen

Van de Jordan-krommen noemen we de volgende eigenschappen:

a) Iedere gesloten Jordan-kromme verdeelt het platte vlak in
twee gebieden 1%).

b) Ieder punt van het binnengebied eener gesloten Jordan-
kromme (d. 1. het gebied, dat het oneindig verre punt niet bevat,)
1s door een continue kromme met elk punt der Jordan-kromme
te verbinden; m.a.w. elk punt eener gesloten Jordan-kromme is
vanuit het binnengebied dezer kromme bereikbaar 2°).

c) Indien Py (xyyn) een puniensuite 1s op een Jordan-kromime, 260
dat woor n—= 0o P, nadert tot P, (xoy3), dan geldt voor de diameter dy
van boog PoPy: lim d, =0. (Onder de diameter van boog P,P;

n—rw
verstaan we de bovenste grens van de afstanden van twee wille-
keurige punten van boog P,P,).
Deze derde eigenschap willen we bewijzen; de afstand
an =/ { (o — )2 + (Vo — yn)*} '
15 een continue functie van continue functies van {, dus een con-
tinue functie van f. Geeft men & > 0, dan is er een 6, en een dy,

s £
zoodat | %—a, | < — woor |l-—1{ | < Oy
\/2
£ ¢ " !
en ly—uwyo | < — voor |[1— 4, | < 0y,
V2 :
zoodat Ly < & VOOr |ly—1, | << 0, en Jy.

Zij nu d, de bovenste grens van de afstanden van 2 willekeurige

19) . ScHMIpT, Sitzungsberichte Preuss. Akad. der Wiss. 1023,
XXWVIII, blz. 318, e.v.
20) C. CARATHEORORY, Mathem. Annalen 73 (1913), blz. 305, e.v.
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punten P‘en P” van bg P,P,, dan kunnen we aantoonen, dat er
een puntenpaar op de boog is; waarvoor deze bovenste grens
wordt bereikt. Immers, de afstand « (P'P”) is een continue
functie van de 4 coérdinaten x’, y', x” en ¢“ van de punten P
en P" en een continue functie neemt op elk gesloten interval
haar bovenste grens minstens éénmaal aan.

Voor P, - P, zal de parameter {;, van P, tot {, naderen. Was
er n.l. een deelrij (/p) met lim 7, = t*=£1,, dan zou P, een dubbel-

P
punt van de kromme zijn, in strijd met de definitie van Jordan-
kromme.

Als nu ¢, — f,, naderen ook de parameters van de beide punten
van het puntenpaar, waarvoor de afstand op boog P,FP;, maxi-
maal is, tot {, waaruit in verband met de eerste alinea van
dit bewijs volgt:

lim d,, =0.

HN—=-00
§ 3 — Algemeene Jordan-krommen
Onder een algemeene [orday-kromme verstaat men de verzame-
ling van de grenspunten P, van een cnkelvoudlg samenhangend,
schlicht gebied G..
In deze definitie verstaan we onder:
een gebied, een puntverzameling (z) met de eigenschap, dat bij

.elk punt van de verzameling een cirkel behoort met dat punt als
,middelpunt, waarvan alle binnenpunten tot (z) behooren, terwijl

elk tweetal punten 2z en z, uit (z) door een continue kromme (b.v.

een polygoon), waarvan alle punten tot (z) behooren, kunnen

worden verbonden;

een grenspunt van een gebied een punt, dat niet tot het gebied
behoort, maar waarbij het gebied doordringt in elke cirkel met
dat punt als middelpunt; :

cen schlicht gebied een gebied, waarbij elk punt der verzameling
(z) slechts éénmaal als punt der verzameling in rekening wordt
gebracht:
een enkelvoudig ‘samenhangend gebied een gebied, waarbij elke
gesloten I\rommc wier punten alle tot dat gebied behooren, slechts
punten van het gebied tot binnenpunten heeft (dan wel, als 2 = co

cen punt van het gebied is: slechts punten van het gebied tot
buitenpunten heeft).
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De wverzameling van de vevdichtingspunten P van een gebied G,
die niet tot G, behooren, noemt men-de rand (contour) I'; van dat ge-
bied. I’z bestaat wit alle grenspunten van G:.

Stelling: De rand I'. wvan een gebied G, is een geslolen puntver-
zameling.

Bewijs: Z1i] P een verdichtingspunt van grenspunten, dan ligt
in elk interval /p om P minstens één punt @ van [;. We kunnen
nu om @ een interval Io binnen /p leggen: in ¢ dringt G, door,
dus dringt G: ook in [p door. Aan één der voorwaarden voor een
grenspunt 1s dus voldaan. P kan géén punt van G, zijn, want dan
moest er een cirkel om P zijn, die geheel tot G. behoort, terwijl
P verdichtingspunt van [ is, zoodat in elke cirkel om P punten
van I liggen, die dus niet tot G: behooren. Ook aan de tweede
voorwaarde voor een grenspunt is dus voldaan. Elk verdichtings-
punt van I’: behoort tot I [: is dus gesloten.

Stelling: G. = G + I'x is een perfecte puntverzameling.

Bewijs: G- is gesloten: want alle verdichtingspunten van G,
die niet tot G. behooren, liggen op [, dus in G, c!.]l(:‘ verdich-
tingspunten van I; liggen op I, dus in G;. Verde; is G, dicht in
zich zelf; immers, als P. een punt van G is, ligt er een interval
Ip om P, waarin G: doordringt; en evenzoo, als P; een punt van
I. is; P; is dus in ieder geval verdichtingspunt van G.. G is bij-
gevolg gesloten ¢én dicht in zichzelf, dus perfect.

Stellimg: De rand . van een enkelvoudig samenhangend gebied G-,
1S een perfecte pumtverzameling. :

Bewijs: De rand van een enkelvoudig samenhangend gebied
1s een éendeelig continuum, d.w.z. 1s een gesloten puntverzameling,
die niet in twee gesloten puntverzamelingen zonder gemeenschap-
pelijke punten kan worden gesplitst. Kon men deze splitsing n.l.
wel uitvoeren, dan was het mogelijk een polygoon te construeeren,
die de beide deelen van elkaar scheidde *!), waaruit dan volgen zou,
dat G niet enkelvoudig samenhangend was, zooals werd ondersteld.

Beschouw nu een punt P: van [:: was er een omgeving van P;,
waarin dit punt het eenige grenspunt was, dan zou P, een ge-
1soleerd grenspunt zijn, en de rand I’; was te splitsen in minstens
twee gesloten deelen; n.l. P: en I;— P;, in strijd met de vorige
alinea.

&) BIEBERB,}CH, Lehrbuch der Funktionentheorie I, 1930, blz. 86.
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[': is dus dicht in zichzelf, en gesloten, dus perfect.

Stelling: Als I'; de rand is van een enkelvoudig samenhangend
gebied, dal begrensd is, d.w.z. gelegen binmen een cirkel met eindige straal,
dan zal op elke halfstraal, vanuit eew punt P van G, getrokken, min-
stens één punt van I'; gelegen moeten zijn.

Bewys: Op zoo'n halfstraal / ligt stellig een punt (. buiten G,
omdat G; binnen een bepaalde cirkel ligt. Beschouw de benedenste
grens b van de afstanden van P; tot de punten op /, die niet in G:
liggen. Past men b af op P;Q., dan vindt men een punt S, dat
op I ligt. Immers: er is géén cirkel om S, die geheel in G; ligt,
omdat in elke cirkel om S buitenpunten van G; doordringen, op
grond van de definitie van benedenste grens. In elke cirkel om S
dringt echter G. door: alle punten op PS (onverlengd) binnen die
cirkel zijn n.l. punten van G:; was er toch een buitenpunt bij, dan
was de benedenste grens te verkleinen. S 1s dus punt van I

Het aldus bepaalde punt van [ is vanuit P. langs/bereikbaar
(zie de definitie van § 2b).

sr-A

90 UG -0—>

Itig. 2. Voorbeeld van een algemeene Jordan-
kromme met nict bereikbare punten.

Een algemeene Jordan-kromme kan echter 66k punten be-
vatten, die niet bereikbaar zijn, in tegenstelling met de eenvou-
dige Jordan-kromme (§ 2b).

V7oorbeeld I: De punten van het deel: x =0; 0=y < § van



12

de Jord. kromme, die bestaat uit de zijden van het vierkant met
(0,0), (0,1), (1,1); (1,0) tot hoekpunten en de loodlijnen ter lengte

; el
van ¢, in de punten x == (n =2, 3,4....) van de x-as op deze
"

opgericht, zijn vanuit het binnengebied dezer kromme niet be-
reikbaar. — Zie fig. 2.

-Fig. 3. Voorbeeld eener algemeene Jordan-krom-

me met 2 niet-puntvormige randelementen en met

een randpunt wvan, aftelbaar oneindige weelvul-
digheid.

Voorbeeld 11: (van CARATHEODORY 22)). Beschouw de eenheids-
cirkel, en die bogen van de cirkels door de punten
z ==k lien z =— 1.

die de reéele as snijden onder hoeken

(3

& ﬂ_}....(qu, ol

a =4 ==

2 i)

voorzoover deze bogen binnen de eenheidscirkel en buiten de
cirkel | z— 4 | =1 liggen. De cirkel vormt met deze bogen een
Jordan-kromme, waarvan alle punten van de eenheidscirkel, met
uitzondering van de punten z — - 1, niet bereikbaar zijn. —
Zie fig. 3. :

22) CaraTHEODORY, [Uber die Winkelderivierten enz., blz. 52, zie ¥



o 2a 8 ..dt eVenmm voor ellce ﬁlgem
I‘Jg 4 geeft een voorbe d van e

Fig. 4. Voorbeeld eener algemeene Jordan- . I .
kromme, die het vlak in 4 gebieden verdeelt.

, deren, terwijl het gebled tevens ,,spzraalvormlg gewonden
‘nen een cirkel met straal R > », d.w.z. dat de genoemd e
van de rand de cirkel met straal R van binnen asymp
benaderen®®). Door ,vertakking der spiraalarmen’ kan
dit woorbeeld een kromme afleiden, die het wlak i een w
aantal gebieden Esumiueeﬂ*_o’ns_iﬂdig "-"é:ee__l)" verdeelt. . -,

- § 4 — Bewijs van Wolff van de Stellmg' van 0sgood
Aan het bewijs van WOLFE ) van de stelling v

~ de continue, één-éénduidige correspondentle van |

' ;_:de eenheldsclrkel Ty (| wl =1}, @ welks binnengebi
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holomorfe functie w = f (z) het enkelvoudig samenhangend, schlicht
gebied G:, begrensd door een cenvoudige Jordan-kromme [},
één aan één en conform wordt afgebeeld, met de punten van deze
kromme [, laten we een drietal hulpstellingen voorafgaan.

Hulpstelling I.

Onderstélling: De holomorfe functie w = f (2) beeldt het emndige
gebied G: af op het eindige gebied G, oppervlakie
van Gy = Ly

Bewering: f dw |2

dz

Bewyys: Stellen we z =x -7y en @ = u - 1v, dan zijn # en ¢
functies van x4 en y, die voldoen aan de differentiaalvergelijkingen
van CAUCHY—RIEMANN:

o _w wmw W
% —oyloy w
Met behulp van deze betrekkingen gaat de functionaaldeterminant
fuv) e ou w
(XY ox oy Dy 0

i 010\ 2 ou\2
over IT} (5;) e (5,) :
S e . ou . Bv_af_. ol
Wit f(")—ax+;'ax_a,r "'ay
= U . oU ou . ou
f(2) _53:_3'3_:\‘. =5 ) i

waarin f‘(z) toegevoegd complex is t.o.v. f/(z), volgt:
| dw El % S (G du\2 _g'.’.t-'ug_
7 00 = () =l
Bijgevolg is: ;

dz
To — || dw .dy = “5*"”303”::[
: ff ffaws 4

oo
&%

2

dwi riO

dz

Hulpstelling 11.

Onderstelling: De functie w = [ (2), holomorf m G, beeldt G, af
0p Gu. :
2= o (s) 15 de vergelijking van een kromme L in G..
lw is de beeldkromme in Gy, lengle van ly = k.



T e——

dw

o ash =k

Bewering : /

Iz

Bewijs: Men heeft: ki ‘.‘.‘:‘-—/-’\/1‘.;2'31‘2 -+ dv?

L

T T _
= C_ZS‘ = ;Zg) ds, als de eind-

St

punten van de kromme /. door de parameterwaarden s; en S,

bepaald worden,dus wegens — d_u d{}
e CelEs EEOSE e as ' ds
dw
e — = dst
R [ |
f\'.

Hulpstelling I11. Ongelijkheid van Schwarz
Onderstelling: w (x) en v (x) z87n sommeerbaar en = 0 0p de pumnt-
verzameling e: @ = x = b.

Bewering:

n

Bewijs:

f[“(x 7. v @] =[[?f Y2+ 22 . /”(‘5) ) e ‘[[v(x)]?_

& ¢
1s een definiet positieve kw '1dmt1sche vorm (pos. voor alle reéele
waarden van 7).

De dlSCI‘Imln“Ult van de vorm is dus positief.
Hieruit volgt de juistheid der bewering.

Methode van Wolif
Onderstelling: w = [ (2), holomorf in G. beeldt dit, enkelvoudig
samenhangend, schlicht en eindig ondersteld gebied,
af op de eenheidscirkelschijf Go (| w | < 1)-
aw 1S een punt van de rand Iy van Go.
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Bewering: Er is een suite cirkelbogen binnen Gy met aw tot
centrum, en met straal on — 0, zdodanig, dat voor
de lengte l-, van de beeldkyomnie geldt:

L, — 0 woor n — co.
Bewijs: Noem 7y, dat deel van de cirkelomtrek met «p als
centrum en pp als straal, dat binnen G ligt.
Dan beweren we:
Er is een suite getallen o, 0 voor 7 — 00, Waarvoor:
| dz |2

Quj ";JEE

Y

At (0TRVO0TT = colEr e ()

Anders toch was er een ¢ > 0 en een 6 > 0, zoodat
(| dz

/ | dw

Y

2
&
ds > - voor g < 0,
0

Waaruit zou volgen:
o)

T dz 2 e
/[‘——-—’,cfsd9> —ngzoo,
It dw I 0

. 2]

waarbij de dubbelintegraal uitgestrekt wordt over het deelgebied
van G, dat binnen de cirkelomtrek ligt om aw als centrum en 9
als straal, en de oppervlakte voorstelt van het beeldgebied van
dit deelgebied. Hierdoor ontstaat een contradictic met hulpstel-
ling I, omdat het totale beeldgebied G, van Gy eindig ondersteld is.

De lengte L., van y:,, beeldkromme van y., wordt volgens hulp-
stelling II voorgesteld door:

| dz |
[‘%i ds.

Vairy
Passen we nu hulpstelling I1I toe,
w(x) = T €D () =1 nemend,

dan vinden we: :

2 dz [ . ] L dz 2

l — . s e

z"<[fdw ds] Uds <0 Tl[dw dsy 0,

Vi AT Vi I

Voor # — 0o, op grond van (I).
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Hieruit volgt: de lengte /;, van de beeldkromme heeft nul tot
limiet, wat we bewijzen wilden.

Gevolgen: a) Zij nu I'; een eenvoudige Jordan-kromume, dan trekken
de krommen y., zich samen tot één bepaald punt azvan I;.

Bewijs: We beschouwen de gebieden Dy, begrensd door ys,
en een deel van I (en waarvan de punten beeldpunten zijn van
binnenpunten der cirkels om ap met g, als straal). We voegen
aan D, de rand toe, en noemen het afgesloten gebied TB).

Beschouw de doorsnee: D = Dy . Dz, . Dy oo Doy o

Deze is, als doorsnee van oneindig veel in elkaar gedoosde, ge-
sloten. puntverzamelingen, niet leeg. De doorsnee kan géén enkel
punt van G. bevatten, doordat elk punt van Gy buiten de cirkel
met a; als middelpunt en o, als straal komt te liggen, vanaf ze-
kere 7. '

De doorsnee bestaat dus uit één of meer punten van I%.

Uit de in § 2¢ bewezen stelling volgt, dat de doorsnee D niet meer
dan één punt van I; kan bevatten, omdat, als de afstand van 2
punten van I: tot nul nader? (met name van de punten, waarin
7z Op I steunt), de diameter van het deel van I'; tusschen deze
punten ook tot nul nadert. Dit ééne punt is het in de stelling be-
doelde punt a..

b) Voor een puntensuite (wn) — aw convergeert de beeldsuite 2y

dot az, en omgekeerd.

Bewrys: Buiten elke cirkel g, (middelpunt ap) ligt slechts een
eindig aantal punten wj,, dus buiten elk gebied D, ligt slechts
een eindig aantal beeldpunten z,, en dus géén verdichtingspunt.
Het eenige verdichtingspunt van (@) ligt dus in de doorsnee
van alle I_);,,, in het punt a;. Analoog als we de rol van a. en ap vVer-
wisselen. o i

¢) Inhet voorgaande was ap een willekeurig punt op [, waar-
door een punt a: op I’z bepaald werd. Uit het bovenstaande volgt
nog niet, dat met een willekeurig punt . op I': één enkel punt
fw op I correspondeert. Dit deel van het bewijsis echter gemakke-
Ijk te geven. -

IImmers, als er met een _puntensuite (2n) — B: een puntensuite

(wy) correspondeerde, die 2 verdichtingspunten wy en @, op I'w
. 9

=
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had, dan kunnen we bewijzen, dat er punten uit G- zijn, die corres-
pondeeren met 2 verschillende ipunten uit Gw, in stryd met de
correspondentie één aan één der gebieden G; en Gu.

Op grond van het voorgaande bestaat er toch zoowel voor
punt @, als voor punt w@, een suite, gy, tesp. on,, zoodat de cirkels
met deze stralen om w; en w, beschreven zich samentrekken tot f..
Neemt men nu o, en gy, 200 klein, dat deze cirkels buiten elkaar
vallen, dan zal een punt, dat ligt in de doorsnee van de beelden
der lensvormige declen van Gy, door de twee cirkels om w; en w,
bepaald, twee beelden in het w-vlak moeten hebben, één in elk
der genoemde lensvormige deelen, in strijd met de correspon-
dentie één aan één der gebieden G en Gy.

Er is dus maar één punt f,, met een tot dit punt convergee-
rend stelsel van contraheerende cirkels, wier beelden tot g: con-
vergeeren.

Hiermee is de correspondentie één aan één der krommen /% en
Iy volledig aangetoond, voor het geval I, een eenvoudige Jordan-
kromme is.

o
Opmerkingen: Van de talrijke bewijzen, die van de Stelling van
OsGoop gegeven zijn, noemen wij ‘die van CARATHEODORY, COU-
RANT, KoEBE, LINDELOF en FABER ). Het bewijs van WOLFF is
het nauwst verwant aan dat van COURANT en [FABER.
Het bewijs van COURANT is gebaseerd op de gelijkmatige conti-

nuiteit der afbeeldingsfunctie w = [ (2), die, bij COURANT, (; niet®

afbeeldt op de eenheidscirkelschijf, maar op een Schlitz-gebied:
het w-vlak, minus een lijnsegment, evenwijdig aan de redele as
van het w-vlak. Het bewijs.van die gelijkmatige continuiteit steunt
o.m. op de oppervlakte-integraal uit hulpstelling L en de onge-

28) CARATHEODORY, Math. Annalen 73; 1913; Uber die geggnseitige Be-
ziehung der Rander bei der Konformen Abbildung des Inneren einer Jor-
danschen Kurve auf einen Kreis, blz. 305, e.v.

CourANT, Gottinger Nachrichten; 1914; Uber eine Eigenschaft der Ab-
bildungsfunktionen bei Konformer Abbildung; blz. 101, e.v.

ISoEBE, Crelle’s journal, Band' 145; 1915; Abhandlungen zur Theorie der
Konformen Abbildung; blz. 177, e.v.

LINDELOF, Comptes rendus; 26/ Jan. 1914, Sur la représentation conforme.

FABER, Sitzungsberichte Bayerischen Akademie der Wissenschaftern,
Miinchen, 1922; blz. 93, e.v. i
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lijkheid van SchHwARz (hulpstelling TIT). De rol van de booginte-
graal uit hulpstelling IT wordt in zekere zin overgenomen door

d0 langs een bepaalde boog van een cirkel

O conslant

: | du
de Integraal i-—
graal [|5;

met een punt P; van [ tot centrum, welk punt door COURANT
tot oorsprong van een poolcodrdinatensysteem (o, ¢) wordt ge-
kozen.

De bewijsvoering is minder rechtstreeksch dan die van WOLFF,
in wiens bewijs de bepaling van de suite tot nul naderende stralen
o0, met de eigenschap (1) van blz. 16 als het meest wezenlijke deel
van de methode moet worden aangemerkt.

De bewijsvoering van FABER is nauwer aan die van WOLEE ver-
want. Ook dit bewijs steunt op oppervlaktebeschouwingen, boog-
lengtebeschouwingen en de ongeljkheid van SCHWARZ. Echter
wordt in het bewijs het gebruik der integralen uit hulpstelling
[ en Il vermeden. FABER voert cen quadrillagé van het z-vlak
in en werkt met benaderingen van oppervlak en booglengte door
S-sommen. We ontmoeten reeds een stelsel van tot een randpunt
contraheerende cirkels, maar deze worden gelegd in het z-vlak
met cen randpunt P, van de Jordan-kromme I3 tot middel-
punt; tengevolge van het gedrag van I nabij P: voert de benade-
ring van oppervlak en booglengte tot minder eenvoudige formu-
leeringen dan het gebruik der bedoelde integralen in de bewijs-
ayoering van WOLFF, waar het opperviak een cirkelschijf, de boog
één enkele cirkelboog is.

De toepassing betreffende de nulmaat, tot welke de methode van
WoLFF aanleiding zal blijken te geven (zie § 7, blz. 23) ingeval
van een algemeene Jordan-kromme als randkromme, ontbreekt
zoowel bij FABER als bij COURA.-\"T.

() o
§ 5 — Continuiteit der randcorrespondentie
Aan het bewijs van de stelling van OsGoob ontbreekt nog het
bewijs van de continuiteit in de correspondentie van de randpunten.

Onderstelling: (z) is een puntensuite op Iz lim zn = 2%,
>0
wy 1S het punt op Iw, dat aan zy op Iz, en
w* is het punt op I, dat aaw z* op Izuolgens § 4
1S toegevoegd.



Bewering: bim w; = w*.

N—»oo

T : 1
Bewijs: Sla om z, een cirkel met straal =, en om w, eveneens;
s Vi

kies een punt 2z’ uit het gebied, dat de eerste cirkelschijf gemeen
heeft met het beeld van de doorsnee van de tweede met G,. Noem
het beeldpunt w,’.

Dan geldt: lim z," = z*, volgens de constructie,
L =0

en Iim @'y —w*, volgens §4. . . . . . . . (1)

H—>o0

Volgens de constructie is voorts: lim (w,' — w,) =0,

H—=a0
dusilimEwE=ilim S, SR (2)
N—ro2 H—ro

Uit (]) €1 (2) '\rolgt:'lim Wy — p* 20)'

N—-a0

§ 6 — De correspondentie tusschen de rand /. en de rand /7,
ingeval /. een algemeene Jordan-kromme is

De conclusie van § 4, gevolg a, dat de doorsnee D der samen-
trekkende gesloten gebieden D;, één punt is, vervalt, indien we
de onderstelling, dat [I: een eenvoudige Jordan-kromme is,
laten vervallen. De diameter van een deelboog P;P, eener alge-
meene Jordan-kromme kan n.l. zeer goed een positieve limiet

hebben, ook al heeft men lim P, = P, (zie § 2¢). Dit is zeer een-
H—r00

voudig aan voorbeeld I van § 3, te illustreeren.
Verbindt men het punt (0, %) uit voorbeeld I door een suite

RO

Bogen s, met de punten (:—3 %), en wel zoodanig, dat de bijbe-

hoorende afgesloten gebieden 3 blijven voldoen aanrbwr1 < D)
dan is het duidelijk, dat de doorsnee D in dit gevalibestaat uit
het lijnsegment: ¥ =0; Oeny = 1.
Om de correspondentie tusschen de randen I en I3, in dit al-
gemeene geval te overzien, voeren we het begrip randelement in.
Onder een randelement, toegevoegd aan een punt ap van .
verstaan we de doorsnee van de suite gesloten gebieden D.,, wier

contouren bestaan ten deele uit deelbogen van I, ten deele uit

&7 ic: CARATHEODORY, Mathem. Annalen 73: 1913; blz. 315, e.v.

¥
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de beelden van een suite tot a, samentrekkende cirkelbogen.

Uit het theorema van WoLFF uit § 5.volgt nu terstond:
met elk punt ay op [ correspondeert één randelement van [%.

Deze randelementen waren in het geval van een eenvoudige
Jordan-kromme punten, maar behoeven dat volgens het boven-
staande niet te zijn bij een algemeene rand.

Om te bewijzen, dat met 2 verschillende punten =, en w, van [}
niet éénzelfde randelement kan overeenstemmen, moeten we eerst
aangeven, wanneer we 2 randelementen gelijk, wanneer verschillend
HOCInein. :

Onder twee gelijke randelementen, bepaald door de suites

(D) en (D's,)

van samentrekkende gesloten gebieden, verstaat men randelemen-
ten, waarbij elke D, met elke D', punten van het gebied” G:
gemeen heeft; men noemt de randelementen wverschillend, als
er een 7 en een 7’ zijn te bepalen, zé6dat D, en D’s, géén punten
van G: meer gemeen hebben.

Indien nu met 2 verschillende punten w; en w, van Iy, één rand-
element R- van [ correspondeerde, dan kon men een suite punten
(#n) aangeven gelegen in (f);,“) en in (5&-%), waarvan de beelden
in het w-vlak, voor » groot genoeg, zouden liggen in 2 buiten elkaar
gelegen cirkels om w; en w,, zoodat de correspondentie één aan één
der binnengebieden opgeheven zou zijn.

o Doordat, zooals gemakkelijk valt in te zien, met elke punten-
suite, die tot één of meer punten van eenzelfde randelement R
van [I; convergeert, een puntensuite (w;) correspondeert, die min-
stens 1 verdichtingspunt op [% heeft, correspondeert er met dit
randelement op grond der bewezen stellingen juist één punt van I,

Hiermee is de één-éénduidige correspondentie tusschen de punten
van I, engde randelementen van [. bewezen.

§ 7 — Veelvuldigheid van een randpunt

Indien in één punt van de rand I: van een gebied G: n ver-
schillende randelementen liggen, noemt men dit randpunt een
n-voudig randpunt. :

De randpunten van een eenvoudige Jordan-kromme zijn op
grond van § 4 alle enkelvoudig.

Als men een kromme /; in G, kan leggen, die van een rand-
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punt P.naar dit randpunt teruggaat, maar die randpunten van G
tot binnenpunten heeft, dan is P: een meervoudig randpunt. Men
kan zeggen, dat elk in P- uitmondend uiteinde van /; een rand-
element bepaalt. De krommen k., die, op P. samentrekkend, de
verschillende randelementen helpen bepfllen vindt men b.v., door
op zoo'n ulteinde een tot P; convergeerende puntenreeks (4,,) aan
te nemen, en een stel concentrische cirkels te leggen met P. als
middelpunt door de punten z,. De bogen, die men krijgt, door uit-
gaande van 2, de door dit punt gaande cirkel te vervolgen, naar
weerskanten, tot men een randpunt ontmoet, kan men kiezen tot
bogen k..

Voorbeeld van aftelbaar onerndige veelvuldigheid

Beschouw het tweede voorbeeld van § 3, blz. 12. Beschrijft men
een cirkel met z —— 1 tot middelpunt en g, (< 1) tot straal,
dan wordt deze cirkel door de algemeene Jordan-kromme in
aftelbaar oneindig veel bogen verdeeld (waarvan we die buiten
de eenheidscirkel buiten beschouwing laten) en die zich wvoor
on—0 alle tot verschillende randelementen, alle éénpuntig en
in — | gelegen, samentrekken. Met z = — | correspondeeren op
de eenheidscirkel [, aftelbaar veel punten.

Voorbeeld wvan onemndige veelvuldigheid van de machtigheid van
het continuum 7).

Beschouw de bovenste helft van de om O beschreven eenheids-

[

Fig. 5. Vioorbeeld van een randpunt van onein-
dige veelvuldigheid met de machtigheid van het
continuum (Caratheodory).

cirkel, en pas op de imaginaire as een stuk ter lengte van § af, op
de stralen met argument 4z en §x stukken ter lengte van 1, alge-

21 C. CArRATHEODORY, Math. Annalen 73; 1913; blz. 363.
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meen: op de stralen met argument gn (p en ¢ onderling ondeel-

baar) stukken ter lengte van é Al deze lijnsegmenten met halve

cirkel en middellijn vormen de rand Iz van een gebied G.. Zie fig. 5.

De oorsprong O is vanuit gebied G; bereikbaar langs elke straal
met argument asz, als « onmeetbaar is. Twee verschillende stralen
definiéeren 2 verschillende randelementen, zooals blijkt uit het
feit, dat men die stralen door een kromme binnen G: kan verbinden,
die randpunten van G. tot inwendige punten heeft. Het aantal
randelementen, dat in O is vereenigd, bezit bijgevolg de machtig-
heid van het continuum.

Voor de verzameling van de beeldpunten op de eenheidscirkel
[ . geldt nu de volgende stelling %5).

Onderstelling: Ps vs randpunt van G: en behoort lot een oneindig
aantal randelementen R. van I ;
w = [ (z) beeldt G. af op de eenheidscivkel Gu;
rand: .
De randelementen R correspondeeren met de punt-
verzameling (awp) op L.

Bewering: De puntverzameling (aw) 1S van de maat nul.

Bewijs: De bewijsvoering loopt parallel met die van § 4, blz. 7.
Beschouw een cirkel met P als middelpunt en p; als straal,
¢n noem de bogen van deze cirkel, voorzoover ze binnen G. lig-
gen, achtereenvolgens:
(2) 3) - D]

y‘: Sy R S R U

~it “N
Dan beweren we:
er is een suite getallen g, — 0, voor %# — co, waarvoor:

00 s
Eou jf‘—@’ ds >0/’ voor 7t — 00 ()
& = Z {

m=1 (n)

0

Anders toch was er een &> 0 en een o > 0, zoodat

2

M= 1., (m)

Yz

ds ,-voor 0 <9,
dz | o)

28y J. Worrr, Verslagen K. A. v. W. 25 Jan. 1930; blz. 97.
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Wwaaruit zou volgen:

Sl

C =1 )
§:

Met G;” wordt bedoeld het deelgebied van G;, dat binnen de
cirkelomtrek om ay als middelpunt en ¢ als straal ligt, voorzoover
het begrensd wordt door boog 7: . De dubbelintegraal over dit
gebied 1s gelijk aan de oppervlakte van het beeldgebied van dit
deelgebied. De som der dubbelintegralen stelt een deel van de
eindig onderstelde oppervlakte van het beeldgebied G. voor, en
kan dus niet co zijn. Hieruit volgt het bestaan van cen suite ge-
tallen (o) met de eigenschap (1).

Noemen we I, de lengte van de boog in het w-vlak, die beeld
1S van }’i—':} en S, de som van de.lengten dezer beeldkrommen,
dan geldt, op grond van de ongelijkheid van SCHWARZ:
dw

dw

ds do >[ .do =00

2 e dw [? i
Sh— fads < fd—_z-|.ds. /ds
>y Sy >
m.‘.-z: m:ly -m~1 %
O (| w2
< 27 . on E e — (0 voor 7 —>0co op grond van (1).
m=1 y‘"‘

Hieruit volgt, dat de som van de lengten der beeldkrommen
voor 7 — oo nul tot limiet heeft.

De puntverzameling op I, waarop deze krommen zich samen-
trekken, is dus van de maat nul.
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CONTRACTIETHEOREMA VAN SCHWARZ

§ 8 — Dekpunt der transformatie in de oorsprong
a) Als f (z) holomorf isvoor |z | < Len| f(z) | < Lwoor | z| <1,
terwiyl [ (0) = 0, geldt voor elk punt z met |z | < 1 de ongelijkheid:
Ar@ =1z
Bewijs: z =0 is nulpunt van f(z), waaruit de holomorfie van

/()

o
v

i) = voor |z | < 1 volgt.

De modulus van w (z) bereikt voor |z | =9 < | zijn maximum
op de rand van deze cirkelschijf, dus:
L

@)

&

=

1
—, voor elke o> |z| en < |
5 .

I 14

waaruit volgt: | i@ =722

= |z |, geldt de

|
, gelylkheid | f (z) | = | z | woor alle punten z met |z | < 1, de functie

1S dan lineair in z, en wel: [ (z) = ei0 .z, 0 reéel.

Bewijs: Volgens de stelling van de gebiedsoverdracht moet,
indien v (z) geen constante is, door @ = (z) een omgeving van z,
op een omgeving van  (z;) worden afgebeeld, zoodat, ingeval
[ (2) | =1 is, er punten z zijn met |y (2) | > 1, in strijd met § 8a.

y (2) is dus een constante, waarvan wegens | (z) | =1, de
modulus 1 is.

. (2) =etd en f(2) =eil . 2.

Opmerking: bij @ en b. We kunnen, indien we de eenheidscirkels
C}, en C. van w-vlak en z-vlak op elkaar gelegd denken, dit theo-
rema van SCHWARZ ook a.v. in woorden brengen:

) H. A. ScHwWARz en C. CARATHEODORY, t.a.p., noot 7).
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Als w = [ (2) de eenheidscirkelschijf van het z-vlak afbeeldl op een
gebied binnen de eenheidscirkel van het w-vlak en O vastlaat, dan zal
het beeld van elk punt z komen te liggen binmen of op de cirkelomtrek
door z met O als middelpunt. Indien het beeld van eenig punt z op de
genoemde cirkel komi te liggen, geldt deze eigenschap voor alle punten.
De transformatie us dan een votatie om O.

¢) Voor f(2) geldt, indien de functie niet hmearr is, | [(0) | < 1
Bewys: Uit a volgt:

[ /(0) | =lim f(—z.)]g]
z—0 &
Indien het gelijkteeken geldt, zal de transformatie y =J¥) een

omgeving van z =0 met een omgeving van y =1 doen corres-
pondeeren. Dit beteekent echter, dat er in een omgeving van

/()|

z =0 punten zijn, waarvoor —’ > 1, in strijd met § 84, tenzij
f(z) =ebiz anl

De stelling volgt ook uit de integraal van CAUuCHY.

Indien f*(0) %= 0 (anders toch was het gestelde zonder bewijs
duidelijk), is er een omgeving van z =0 met /* (0) £ 0, waarin
we een cirkel met 0 als middelpunt en p als straal kunnen leggen,
z66dat: '

7(0) = o '/I(ﬁ_)czg.

2mi
@

Hieruit volgt, door het schattingstheorema voor de integraal toe
te passen: '

LA e
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d) De cemige functies, die de eenheidscirkelschijf conform op zichzelf
afbeelden mel de oorsprong als dekpunt, zin de lineaive fumcties
van de vorm: w —eif . z, 0 reéel.

Bewys: Nu is niet alleen |w | = |z | voor |z | < 1, maar ook
lz| = |w| voor |w| <1, waaruit |w | = |z |, dus w =eid .z
volgt. '
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¢) Uniciteitsstelling .0.v. de afbeelding van een enkelvoudig samen-
hangend gebied G. op de eemheidscirkelschijf G, 3°).

Onderstelling: w = [, (z) en w = [, (2) beclden beide het enkelv.

samenhangend  gebied G. af op Gu (lw | < I).
z =0 is een punt wvan Gz, [ (0) = f, (0) =0.
Beide afbeeldingen laten de richting van de positieve
reéele as in O mwariant.

Bewering: hH() =/, (2).

Bewys: Als z = @, (@) de inverse functie is van w = f, (2), 1s
J» {@1.(@)} een holomorfe functie in G, die deze cirkelschijf op
zichzelf afbeeldt en w =0 invariant laat. Volgens de vorige stelling
isidus [ @) = ]l.@) ] mawal fii(2) =el. [ (z). Alle mich-
tingen in de oorsprong worden dus door deze transformatie over
een hoek ¢ gedraaid: omdat voor één richting (die der pos. reéele
as) gegeven is, dat ¢ =0, is 6=0 en dus f, (2) =/, (2).

f) Als [ () holomorf is in een gebied G-, dat een civkelschijf |z | <r
beval, terwigl G, deelgebied is van |z | < R (met R >7), dan zal,
mdien aan de holomorfe funciie w = [ (z) behalve de voorwaarde
f(0) = 0 de voorwaarde | [ (0) | = I wordt opgelegd en deze functie
(. afbeeldt op de cirkelschyf Gu(|w | <o), voldaan zyn aan:
r=o0= R %)

Bewijs: Stelt men % =’ en Jf =z, dan wordt de cirkelschijf:
" 0 ;
z' | < | afgebeeld op een gebied |w' | << 1, zoodat volgens § 8c
dw'
dz'
samenvalt met het gebied |z | < 7.

=1 is voor z/ =0; het gelijjkteeken geldt slechts als G;

Uit Gk s S G en ) VOOr 5 =
\dz W dzdz Wz o 2 Sy
volgt: 5 AR NI & o i s PR L (1)

Stelt men

=W en

» |8

99) CARATHEODORY, Math. Annalen 72, 1912, blz. 111.
) FABER, t.a.p., zie noot *3).
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dan wordt de cirkelschijf: |w’| < 1 afgebeeld op het gebied

e <1,
zoodat volgens § 8¢ o =1
dw'| —

1s voor w’ =0; het gelijkteeken geldt slechts, als G. samenvalt
met het gebied |z | < r.

Uit O Gl i s en d—zl—lvoo W =
dw'  dz dw dw  dw R e 1 3
volgt: e e e ol (2)
Valt G: noch met |z | <7, noch met |z | < R samen, dan is:
jaclol= 'K~
Gevolg: De in deze stelling bedoelde functie beeldt | z | < v (A= 1)
af op een gebied binnen |w | = Jo.

Bewigs: Uit § 8a volgt 'IE ’ < lj: , waaruit de eigenschap volgt.

§ 9 — Dekpunt der transformatie niet in de oorsprong

a) Als f (z) holomorf is voor | z | < Len | f (2) | < Lwoor |z | < I,
lerwyl [ (z) =z een wortel z = a heeft binmen |z | =1, —m.a.w.
als a dekpunt is van de transformatic w = [ (2), — zal het beeld
w = f (2) van elk punt z wit | z | < I komen le liggen binnen of op'de

cirkelomirek door z, die tot de bundel behoort, waarvan de emafreids—n
cirkel en het als mulcirkel beschouwde punt a lwee exemplaren zijn.

De tweede nulcirkel van deze bundel is het punt _é, als a de toege-
voegd complexe waarde van a is; we stellen de bedoelde bundel
voor door (a, é), d.i. door de Jzulcirkels, die hem bepalén,
Indien voor een punt z' het f[;z-mt w' = [ (2') op de cawkel door =
utt de bundel (a, é) ligt, geldt deze eigenschap voor alle punten en de

functie w = [ (2) 1s lineair.
Voor de afgeleide in het punt a geldt: | f' (a) | < 1.
Bewijs: Door de lineaire transformaties:
V{01 ek ——al

Czl_&z <2 wzl——aw




29

worden de eenheidscirkels in z- en w-vlak omgezet in de eenheids-
cirkels van ¢- en w-vlak, terwijl het punt 2 =w = a overgaat in

1.
het punt ¢ =w =0, en het punt z =w == In het punt
&= = co.
< P - I
De cirkels van de bundel (a. é) correspondeeren met de concen-

trische cirkels met middelpunt 0. .

Fig. 6. Transformatic w = f(z), met dekpunt
0 a (niet in O).

Hieruit volgen (zie fig. 6) in verband met § 8z en & terstond de
eigenschappen der beide eerste alinéa’s.

dw dw do d S i

T o geeft: | f(e) | < I, met behulp van § 8c.
De analytische witdrukling van de stelling wordt thans:

w—a Lo —
I—aw| = |l — az|
terwijl, als het gelijkteeken voor eenig punt z geldt, de functie w = [ (2)
bepaald wordt dooy: :
i——=(el o i O .
S ) — 0 reéel.
=T & i

(elliptische transformatie).
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b) Nemen we n plaats van de eenheidscirkel het rechterhalfvlak
(R.H.V.) als holomorfiegebied van f(z), en noemen we a het

spiegelpunt van het dekpunt a t.o.v. de imaginaire as, dan leeren
de transformaties:
i —u wW—a

= ;W= :
{0} f{)—-—g

waarbij de functie w = [ (2) overgaat in een functie @ = I (¢),
holomorf voor | ¢ | << |, met | w | < 1, en 0 als dekpunt, ons

Tl i

W—a

—

se bew

reéele as

Fig. 7. Samentrekkende cirkelbundel (g, ), als f (o) = a.
Wi}
De geometrische inkleeding blijft vrijwel gelijk; de te beschouwen
cirkelbundel is de bundel (a, a). Zie fig. 7.
§ 10 — Algemeenere formuleering van het theorema van Schwarz;

N i
monotonie van S

Een eenvoudige transformatie van de eenheidscirkels G. en G-

in zichzelf levert ons het volgende contractie-theorema.
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a) Als w = [ (z) holomorf is wvoor |z | < I ew |f(2) | < 1 woor
|z | < 1, terwil f(20) = wo, dan geldt wvoor elk punt wit |z | < I
de ongelijkheid
] W0 — W, Z— Zo
—I—zz|

Indien voor één punt het gelijkieeken geldt, geldl het algemeen en is
de functie [ (z) lineair, ze is dan wvan de vorm.:

W — TWo

f(2) — o e g
et e R ) - 8 reéel.
e ) T e
e 1
Voor elk punt z wit G. geldt: | f'(z) | = =
Bewijs: De transformaties:
Pl st ol LA
1 — %,z | — @wow

zetten de eenheidscirkels van z- en w-vlak om in de eenheidscirkels
van - en w-vlak; door deze transformaties wordt w = I (£) een
hol. functie voor ¢ | <1, met lo | < [, terwijl & (0) =0. We
kunnen dus § 8 toepassen, waaruit de stelling volgt. 3

UiL W — Wy | —-— ?lfo LE" VOlg.t VOO 7% —> @y
Z— Zo I — 2,z
{d {1—|E€-‘0§2 2l e T | — I
i f ("O) ] — l == lZO l.)_; (Iub lf (z) f — i"_ !:: '|-2'.

v Een sneethundige inlerpretatie voor dit geval krijgen we a.v.

In een bundel cirkels bepaald door de nulcirkels a, en a, 1s aan
ell: exemplaar cen gelal 1 loegevoegd, dat aangeeft de constante ver-
houding van de afstanden van een punt van de cirkelomirek lot de
punten a, en 'ag. Aan de eene nulcirkel 1s het getal 0, aan de-andere
het getal co loegevoegd, aan de snachtliin van de bundel het getal 1;
voor de czr;’ee;fs die ay als bipnenpunt bevatten is 2 < 1, voor die welke
as als b:mam/ﬁzmt hevatten vs i+ > 1. Voor elke cirkel, die binmen de
cirkel ligt met & =2 < 1 1s 2 < Xy, en voor elke cirkel, dic binnen

de cirkel ligt met 2 =2, > 1, is 1 > Jy. (Zie fig. 8).
0 — Wo

Zie nu § 9a. Door de transformatie w = ————~ wordt, daar
1 Wt
[w-—-wo :
: ] de verhouding van desafstanden van punt @ tot de
w —_—
wWo




Fig. 8. Cirkelbundel met indices 1:
J-1<Jv3<;-3.... {;qﬁ J.ID{;-II.

1 .
nulcirkels van bundel (wo, :) voorstelt, welke verhouding we 24
'lfa"g

noemen (constant op de cirkel door w van deze bundel) de
cirkel van de bundel door w omgezet in een cirkel met straal
| %o |
Evenzoo wordt de cirkel met index 4. uit het z-vlak [eirkel

0% — , em O van het w-vlak.

: I\ : :

door z uit de bundel (zo, =—|| omgezet in de cirkel met straal
“0

= ]

0, = !: , van O van het ¢-vlak. Het geval z, =9, dat we hier
(2}

moeten - uitzonderen, beschouwen we hieronder afzondcrhﬂc
We hebben dan de formuleering:

Als 2 ligh op de cirkel met index % = | 2o | van de bundel{

(zo, ;;) ligt het beeldpunt w = f (2) binnen of op de ‘omb'cfa van

: : 1
de cirkel wit de bundel (wo, = ) met index by = o.|w, |. Ligt voor
1 a

cenig punt z het beeldpunt w op de omtrek van de genoemde cirkel,

dan geldl deze eigenschap voor alle punten, en f (2) ds lineair.

b) Voor z, =0 wordt de stelling uit a:
0 — Wo
| — @, w

--'-:12i
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waarb.ij het gehijkteeken slechts geldt in het geval @ lineair in z is.
Ligt z op de cirkel om O met straal g, dan ligt het beeldpunt

w = [ (2) binnen of op de cirkelomtrek uit de bundel (wa, z,;r) met
0,
index Ay =0 . | wo |- )
Voor elk punt z met beeldpunt w geldt de ongelyjkheid:
Mol = ik >1—1wo.[
I—lz | =14 |z]. |wo| ™ I+ |w|

: 1
Bewyjs: Stel in een figuur de punten w = w, en w —= door
0
A en A’ voor en het snijpunt van 4 A’ met de eenheidscirkel S.
(Zie fig. 9).

Fig. 9.
1— @ 1—|w]

Bij de elijkheid: 5
! Leg ity T—[z |~ T[]

f Het beefdpunt P’ van een punt P (de afstand tot O zij o= | z |),
- ! ;

valt in de cirkel van bundel (wg, qﬁ) met index o | @ |-

a
Noemen we het snijpunt van deze cirkel met A4S 7, dan is
! f; A" } = [ Wo !2
i : AT : T4 :g]wai:l,enAAz-T
ol —|w, )
@o

2

waaruit: AT =
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Voor de afstand van S tot de cirkel, waarin het punt P’ moet
liggen, vinden we:

(L—e) (L — ||
T [z o]

, met o =1z |,
waaruit de te bewijzen ongelijkheden volgen.

¢) In verband met de te maken toepassingen bespreken we,
ook nu, afzonderlijk het geval, dat het holomorfiegebied van [ (z)
het rechterhalfvlak is, in plaats van de eenheidscirkel. De formulee-
ring van het contractie-theorema wordt iets eenvoudiger dan
in het geval, waarin f (z) in de eenheidscirkel wordt beschouwd 22).

Onderstelling: w =u + w; z = x -+ yi;
w = f (2) 2s holomorf voor x > 0;
1w >0, [ (2) =W, Woen 2o ziyn de spiegelpunien
van W, en Z, t.0.v. de imagimaire as.

. z—
Bewering: =

e 7 J het gelijkteeken geldi slechts,
= :'{E?O H— gr}

mdien w = [ (2) lineair 1s, en dan sieeds.

—z W —- Wo
@) = = levert ons,
Wo

7 . z
Bewrjs: De transformatie ¢ =
z.—... zo

evenals in § 9b, terstond de stelling.

Deze is nu a.v. in te kleeden:

Als z ligt op de cirkel met index Ao = o wit de bundel (z,, z,), ligt
het beeldpunt w op of binnen de cirkel met index dy = o uit de oundel
(ii'a'o, 1..?0)‘ :

Denken we ons het z-vlak en het w-vlak met de imaginaire
assen op elkaar geplaatst en de punten z = #y,; w = iv, op elkaar,
dan liggen de cirkelbundels (zo, zo), (wo, wo) homothetisch.

Door de bundel (zo, z,) vanuit het punt 7y, met %—’ te Yermenig-

vuldigen, worden de cirkels met gelijke index uit belde bundels
dus tot dekking gebracht.
Hieruit volgt:

Voor de abscis van het beeldpunt w = [ (z) van eew punt z geldt:

) J. Worrr, Comptes rendus, 7 April 1926.
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o0 ¥ ! j
w = —2 maal de mimimale abscis van de civkel door z van de bundel

Xo
(za, go)-
d) In de onderstellingen van c) geldt: | [* (z) | 5 =
Bewijs: De ongelijkheid:
W — Wy 22—
W—Wo |~ |2— Zo
W — Wo —= 22— 25
Z - %o — 1Yo

W - o — 1o =
0 —- Wy -+ 21::5

Z—vZo +— 2%,

1s te schrijven als

W — Wo

d.i.
Z— 2o

Ug

Xo .

=

Voor w —w, volgt hieruit: |/’ (zo) |
Omdat %, + 2y, een willekeurig punt uit het R.H.V. is, 1s hier-
mee de stelling bewezen.

e) Indien z, en z, punten uit het R.H.V. zijn met dezelfde ordinaat
(yy = y»), dan geldt voor de abscissen der beeldpunien ©; en w,:

(! U
e IS

el

Yo X
Bewys: Uit E—"‘: 2 vo lgt: ‘ “":'— dus stellig §~ !é _—'.
o) /
Dan is: 0 (E) l ‘Z‘E_i‘) = (),
ax \x ox X

5 1 o
waaruit het monotone afnemen van + voor stijgende x volgt

Gevolg Het quotiént - nadert op elke rechte evenwijdig met derecele
as tot een limiet, welke onafhankelijk is van de gekozen rechte. (fig. 10)
U
Bewyjs: Dat het getal - op een rechte d evenwijdig de reéele

as tot een limiet 4; nadert, volgt uit de stelling, dat een monotoon
afnemend, (althans niet toenemend,) recel getal, dat naar beneden

begrensd is, een limiet heeft.
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e
-

sebew|

{4
Fig. 10. Monotonie van -.
&

L4

- L]
o 2" ;
Noem nu de limiet, waartoe — nadert, als z’ op een rechte 4’
X

zich naar 't oneindige verplaatst: 24.

: u' - e .
Volgens ¢ is nu: « = = maal de min. abscis van de cirkel door
z uit bundel (z/,2).
Deze minimale abscis heeft tot limiet x (voor z° — 00).

e b,
e w=gu. %, lof - =7k

Dit geldt voor elk punt z van d, dus: ¢ = Ag.

Evenzoo 1s: A = 44, door de rol van 4 en 4° om te wisselen:
S =D
U *
Gevolg: Als % de limiet is van — U007 ¥—>00 (y constant), dan

geldt voor het beeldpunt w van een willekeurig punt z wit het RHV:

w==". x.

§ 11 — Niet-euclidische beschouwingen
Met behulp van de uitdrukkingswijze der niet-euclidische meet-
kunde zijn we in staat,-aan het theorema van ScuwArz, voor

L

C——
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het algemeene geval, dat omtrent een dekpunt der transformatie

w =/ (z) niets wordt ondersteld, een eenvoudige formuleering
te geven 33).- :

a) We beschouwen daartoe de eenheidscirkel als drager eener
niet-euclidische meectkunde, en wel van een meetkunde van LoBAT-
SCHEWSKY of hyperbolische meetkunde. Het hyperbolische vlak
worde zoodanig op de eenheidscirkelschijf van het euclidische vlak -
afgebeeld, dat de cirkels, die de eenheidscirkel orthogonaal snijden,
de representanten worden van de niet-euclidische rechten; we
noemen die cirkels pseudo-rechten 3%).

We kunnen gemakkelijk verificeren:

I
[T
111

IV

door één punt gaan oo! pseudo-rechten,
door twee punten is één pseudo-rechte bepaald,

de pseudo-rechten door een punt P vormen in Euclidische
zin een cirkelbundel, die de (orthogonaal) toegevoegde bundel

. 1s van de bundel, die bepaald wordt door de eenheidscirkel

en het punt P (als nulcirkel beschouwd,) als bundelexemplaren,

elke pseudo-rechte heeft 2 oneindig verre punten, n.l. de
snijpunten met de eenheidscirkel,

alle pseudo-rechten, getrokken door een punt P binnen de
eenheidscirkel, dat niet op een pseudo-rechte [ ligt, vallen
uiteen in 2 groepen:

1° een groep, die ! snijdt: (4).

2° een groep, die / niet snijdt: (/).

De twee cirkels door P, die de eenheidscirkel loodrecht snijden
in de snyjpunten van / met de eenheidscirkel, zijn de represen-
tanten van de 2 evenwijdigen, die men door een punt aan een
rechte kan trekken. Ze behooren zelf tot de groep der niet-
snijlijnen (&, en k,). — Zie fig. 11.

33) Hx. pE Vries, De vierde dimensie.

M) Vegl. ook J. A. BARRAU, Analytische Meetkunde, DI. I, hoofdstuk VI,
waar we zien, dat de groep der n.e. bewegingen een drieledige ondergroep
is van de achtledige groep der projectieve transformaties, welke onder-

groep het binnengebied van een reéele kegelsnede (hier de eenheidscirkel)
invariant laat, '
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Fig. 11. De eenheidscirkel als drager eener n.e.-
meetkunde.

r

VI Van een driehoek, begrensd door drie bogen van pseudo-'
rechten, is de som der hoeken kleiner dan 180° 3).

b) Onder de niet-euchidische afstand [wyw,] van 2 punten w, en w,
binnen de eenheidscirkel C} zullen we verstaan:
[wyw,] =lg | (y0,5,5,) |. 9
In deze definitie verstaan we onder (w,w,s;s,) de dubbelver-
houding:
e Pl lieeion!
W.— Sy Wy -—S,

waarbij s; en s, de snijpunten zijn van de cirkel door w; en w,,
. = 3 3
die C}, orthogonaal snijdt, en de punten w;w,s;s, op die orthogo-
naalcirkel in de genoemde volgorde liggen.
Door deze definitie van afstand is voldaan aan de eisch van de
additie van afstanden. als wywyw, op éénzelfde pseudo-rechte lig-

gen, is:

[wyi@s] + [wyw;] = [wy22,].

3%) Hk. pe VRIES, t.a.p., blz. 125,
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Immers: .

i — 5 (A2 ey Wo—r iy —
(1011055155) X (Wa1055;5,) = ( T 1) X ( 2 %1, Uy si)
W — Sy Wy— S, Wy — Sy Wy —3S55

1 i 1 £ s 1
W, — S, Wz— S,

= (10,1055;S,).
Verder is de afstand van een punt w; tot een punt van C, on-
eindig.
Neemt men n.l. w,->s;, dan vindt men: [@,@,] > -+ co, omdat
de factor w,—s; >0 wordt.
_ Voorts is:

[@yw,] = — [wyw;], omdat (w;w,$;S,) X (@yw;5,S,) = L.
Voor de afstand van het middelpunt van C; tot een punt w
vinden we:
wW— S5

- L |
W — Sy

[0, w] =lg

0—s$; W—S|
0—s, w—&_,| ]

Omdat de dubbelverhouding®van + punten invariant blyjft bij lineaire
transformaltie, zal i het bijzonder elke lineairve transformatie, die de
eenheidscivkel in zichzelf omzet, de n. e. afstand van 2 punten invariant
laten.

: I :
¢) De cirkels van de bundel (a, = | zyn aequadistanie krommen:
a ;
; : : iy 1
de afstand van de snijpunten van een willekeurige civkel door a en =

(orthogonale trajectorie van de bundel) met twee bundelexemplaren,
#s onafhankelijk van de gekozen trajectorie.

; . o . w—2a
Bewijs: Door de lineaire transformatie (_‘.=1 = verandert

de waarde® van de dubbelverhouding (P,P.S;S,) niet, als PP,
de snijpufiten van de orthogonale trajectorie met de beide bundel-

exemplaren zijn, en S;S, de snijpunten met de eenheidscirkel Co-
© — Zie fig. 12. ‘

Door deze transformatie ontstaat uit de beide bundelexemplaren
cen tweetal concentrische cirkels, en uit de orthogonaalcirkel
een middellijn. De waarde van de dubbelverhouding, door de
beeldpunten P, en P, op die middellijn bepaald, is niet afhankelyk
van de stand van die middellijn, waaruit de stelling volgt.
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Fig. 12. De cirkels uit een cirkelbundel als
aequadistante krommen in n.e. zin.

Twee cirkels, die C) 1n éénzelfde punt raken, zyn evenecens aequa-
distante krommnen. '

Bewijs: Een inversie doet nu de bundelexemplaren — van de
raakbundel door de twee gegeven cirkels bepaald, — met hun
orthogonaalcirkels overgaan in een quadrillage, waarbij de dubbel-
verhouding in een enkelverhouding ontaardt, die nu blijkbaar van
de gekozen orthogonaalcirkel onafhankelijk is.. 4

Opmerking: De cirkels die C) raken zijn representanten van de
horicykels of grenskrommen der n. e. meetkunde, dat zijn krommen,
waarvan alle normalen evenwijdig loopen (d.i. in onze figuur: elkaar
op C}, snijden).

d) Formule voor de n.e. afstand van 2 punten:

e ‘

1 —ww

[wyw,] =1g ==
1 __} Wy — W
1 — w0,
s e R : W—1
Bewyys: Door de lineaire transformatie: y = ——%;— wordt de

T AT

eenheidscirkel omgezet in zichzelf; de cirkelbundel (wl, -_I—) wordt
. Wy
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omgezet in een concentrische cirkelbundel; de n. e. afstand blijft

invariant: [y,y,] = [wiwg] De cirkel wyw,s;s, wordt een middellijn
door 4, =0.

Nu Is; [wyw,] =1g | (@y@,s,s,) |
=lg | (3’13’251,525,) |
=1g | 05,5, ) |

I+ |y, |

==Vl

Wy — 10 |

e =

1 —ww,
Wy — W
1 — w0,

(2=

§ 12 — Het theorema van Schwarz in niet-euclidische formu-
leering :
We kunnen nu het theorema van ScHWARZ a.v. formuleeren.
a) Als w = f (z) holomorf is voor '

lz| < Len |f{z) | <1Iwoor |z|<1,
terwigl [ (z) = 1wy, dan geldt voor elke w = [ (2) de ongelyjkheid
[wyw] = [2:2].
Indien het gelijkteeken voor één punt z geldt, geldt ze '\lgemeen
en is w een lineaire functie van z; de transformatie is dan een niet-

_eetcl. beweging.

1 #

X
T~ voor 0 =« < | monotoon

el
Bewyjs: Omdat de functie 1

toeneemt van 1 tot co, hebben we, in verband met § 11, laatste
stelling, slechts te bewijzen: .
W — 1w,
I —ww|
Dit is gebeurd in § 10a.

Z—Zl
]—5}3 i

b) De ongelijkheid [w;w] =[z7]laat zich a.v. in woorden brengen:

het beeldpunt w van een punt z komt te liggen binmen of op de niet-
euclidische cirkel met wy lot n. e. middelpunt, waarvan de n. e. straal
gelyk is aan de n. e. straal van de n.e. cirkel door z, die z tot n. e.
middelpunt heeft %),

38) CARATHEODORY, Uber die Winkelderivierten enz,, blz. 40, zie%).
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¢) Uit het theorema van ScHwARrz volgt onmiddellijk, door af-
trekking der correspondeerende n. e. stralen:

: . 1
De n. c. afstand tusschen twee cirkels uit de bundel (zl, s door
1
de punten 2" en z" is gelijk aan de n. e. afstand tusschen de twee cirkels

. ! 1 :
uit de bundel (wl, = |, waarbinnen of waarop volgens het theorema

van SCHWARZ de punten w' en w' moelen liggen.
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§ 13 a) Hulpstelling over de vergelijking f (z) =z

Indien w = [ (z) holomorf is woor |z | <I en |[(2) |=k < I,
*dan heeft de vergelijking [ () = z één wortel binnen de eenheidscirkel.

Bewryjs: We toonen deze stelling aan door middel van de stelling
over de argumenisvariatie; de argumentsvariatie van w =/ (2)
langs een contour [; is gelijk aan 2z maal het aantal nulpunten
van / (z) binnen I, indien elk nulpunt met de juiste multipliciteit
in rekening wordt gebracht, en f (2) £ 0 op I:.

Fig. 13. Argumentsvariatic van s— .

Voor een punt z op C. (|z]| =1) geldt, als we f(z) = wy
stellen:
arg z, — 0 = arg (5 — @) = arg 4 + 0,
waarin 0 de halve hoek is, waaronder men vanuit 2z, de cirkel
z I =Fk ziet, dus 0 =bgsink < =[,. — Zie fig. 13.
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Wanneer nu z de cirkelomtrek C! éénmaal doorloopt in positieve
zin, beginnende in z,, zal arg z met 2z toenemen. Is arg* (z; — @)
‘de eindwaarde van arg (z—w), dan bljkt uit:

arg z; + 27 — 0 = arg* (z; —w;) = a1g 43 + 2w -+ 0,
dat arg (z — w) b1j deze ééne omloop met 27 moet zijn toegenomen.
De argumentsvariatie is dus 2z en f (z) — z heeft één en niet meer
dan één nulpunt binnen of op de cirkelomtrek |z | = k.

b) Stelling van Wolff 37)
Onderstelling: [ (z) 1s holomorf voor |z | <I; |f(2) | < L;
: (2) =£ 2, voor |z | < L

Bewering: Er 1s éen punt a op |z | =1 met de eigenschap,
dat de transformatie w = f (z) de raakbundel van
cirkels in z = a doet samentrekken, d.aw.z. dat het
beeld van een punt z komt te liggen binnen of op
het exemplaar door z van de cirkelbundel, waar-
van de exemplaren i z = a aan C, raken (z =a
hieet overdrachtelyjl delkpunt der transformatie).

Bewzjs: Beschouw de hulpfunctie [ (2) = (I _11_:,) /(z), dan

geldt voor deze hulpfunctie: |/, (2) | < I — }z < 1, wvoor |z | <1,
zoodat de vergelijking /, (2) = z één wortel a, heeft binnen de cirkel
Cp om 2z =0 als middelpunt, met 7, =1 —f; als straal.

Beschouw de suite ay, a5, a3, .. . ap, . ..

Zi] a een limietpunt dezer suite, dan kunnen we een suite: (ay,,)
extraheeren, die convergeert. Het limietpunt a =lim a,, moet
liggen binnen C} of op C;. S

Lag het punt a binnen C;, dan zou uit:

L
(1 == Jf_m) . f (au,,.) = Uy,

door limietovergang voor s — oo volgen:

filaiesia:

37) J. WOLFF, Sur une généralisation d'un theoréme de Schwarz, Comptes
rendus 1926, 7 April; blz. 500, e.v.

I

e S
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Dit geval (dekpunt binnen CY) is in de onderstelling uitgesloten.
Dus ligt a op C.. Het beeldpunt f,, (z) van een binnen C:
gelegen punt 2’ ligt binnen of op de cirkelomtrek I, door z* uit

* de bundel (a,}m, &L); voor m - oo nadert I}, tot de cirkel I
i

door z’, die in a aan C} raakt. Elk punt buiten g ligt buiten 7,,,
vanaf zekere .

We beweren nu: _

f () =lim f,, (2) ligt binnen of op I.
Hi—=>r00

‘Lag f (2/) buiten I, dan lag fu. (") buiten I vanaf zekere m,
dus ook buiten I, vanaf zekere m. En f,, (2') ligt binnen I3,
zoodat f(z) niet buiten 7 kan liggen (zie fig. 14).

Fig. 14. Stelling van WorLrr. Overdrachtelijk
dekpunt der transformatie op C..

Het theorema is dus bewezen, indien we nog kunnen aantoonen,
dat de suite (ap) slechts één verdichtingspunt op C: heeft:

Waren er twee verdichtingspunten a; en «,. dan moest het
beeldpunt /(2') van het punt 2/, waarine twee cirkels I, en I,
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die resp. in ¢ en a, aan C} raken, elkaar uitwendig raken, binnen
of op I en tevens binnen of op I liggen; dus zou f (z) = 2" zyn.
Dit is in strijd met de onderstelling, dat

[ (2) £z voor |z | < 1. (ziefig. 15).

Fig. 15. Aantal overdrachtelijke dekpunten op
C! hoogstens één.

o

Uit de bewezen stelling volgt onmiddelljjk:
de beeldsuite (wy) van elke tot a convergeerende suite (z,) conae:geerz

tot a, mits: arg a— 0 = arg (a—z) = arg a + 0, 0 < é'

Door deze beperking voor het gebied, waarin z, tot « mag na-
deren, wordt bereikt, dat ¢,—0 voor #— 0o, als o, de straal
van de cirkel door z, is, die in « aan C: raakt. (zie fig. 14).
Hieruit volgt de stelling.

¢) Het lineaire geval

Indien voor één punt z geldt, dat het beeldpunt w ligt op de genoemde
cirkel, s dan [ (2) een Lineairve functie en ligt hel beeldpunt van ea’fe
punt z op de aangegeven cirkel.

Beeldt C* door een lineaire transformatie (b.v. door Z =2 +.'a)
Z ‘ Z—a
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af op het R.H.V., z66danig, dat het invariante punt « overgaat
in het oneindig verre punt. De cirkel door een punt z binnen de
eenheidscirkel, rakend in « aan de eenheidscirkel, wordt getrans-
formeerd in een rechte, door het beeldpunt Z van z evenwijdig
getrokken aan de imaginaire as.

Evenzoo in het W-vlak.

De functie w = f () wordt getransformeerd in een functie

W= T\(2),

die holomorf is in het R.H.V., terwijl het reéele deel van I = het
reéele deel van Z.

Het reéele deel van W — Z is overal = 0 en is een harmonische
functie, die haar minimum op de rand van het gebied, waarin
de functie beschouwd wordt, aanneemt, tenzij de functie een con-
stante is. Indien voor eenig punt z het beeldpunt w ligt op de
aangegeven cirkel, is voor de correspondeerende punten in het
W- en het Z-vlak: R {W —Z} =0. Dus is R {W —Z} =0.
Het imaginaire deel, de geconjugueerde functie, is dus constant.

Dus is W —Z =qi'en W =2 + qi.

Deze transformatie is een translatie, waarbij alle punten over
een afstand ¢ in de richting der imaginaire as worden verschoven.
Door de inverse transformaties van die, welke C; ent @ Einide

rechterhalfvlakken omzetten (met name: z = a?-—‘—l, enz.), vin-

dén we w als lineaire functie van z, terwijl elk punt w = f (2) ligt
op de cirkel door z, die in a aan C! raakt.
(lineaire parabolische transformatie, met dekpunt «)

4) Omkeering van de Stelling van Wolff :

Als w = [ (2) holomorf is-wvoor dz| <1, met |f(2)]| <1, en
een wnvariang punt a op C: heeft, i welk punt de raakbundel door
de transformatie w = [ (z) wordt gecontraheerd, is [ (z) = z binnen C.

De onderstelling, dat er een dekpunt g is binnen C! zou n.l.
(vergelijk b, laatste gedeelte) leiden tot het bestaan van nog meert
dekpunten, n.l. alle contactpunten -van de cirkelbundels (C%, a) en

")

Hieruit zou volgen: f (2) = z. .
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§ 14 — Contractietheorema van Julia 38)

a) Het contractietheorema in het rechterhalfviak )
Onderstelling: w = f (2) s holomorf voor x > 0, u > 0,
W=+, 2 =%+ 1y,
Er is een puniensutle (zn) met beeldswite (w@n), waay-
vooy geldt:

Uy
Zy—0, wy—>0 en — = by 0007 7 = OO
£/
Bewering : De oorsprong is overdrachtelijk dekpunt wvoor de

transformatie %ﬂ (vgl. § 13D).

Bewiys: Stel 2 " — u -+ ¢, dan, is & —0 voor 7 ->co. Breng
n.
door 2, de rechte I, evenwijdig aan de reéele as, dan volgt uit de

monotonie vanzi op deze rechte (vgl. § 10e), dat:

"
5 < @ + &, voor alle punten op deze rechte met x > .

< w -+ &,° voor genoemde punten.

/ dw
Uit § 104 volgt: ‘E

Uit: w = w, —'|—ff’(z) . dz volgt:

YOl — e, dus voor 7 - co:
e Moo &y : =
| |
— = 2= (R = ()7 RN e )
: u
dus stellig: : = voorn x = 0,0y =10).
Uit (1) volgt, dat voor x—>9, vy =0, w->0is. . . . . (2)
L ]
Stelt men nu: - =2’ =" + @y,
=, Lo’
w0

dan is ®'(z") een holomorfe functie van 2z’ voor &’ > 0, met «’ > 0.

38) G. Jurra, Extension nouvelle d'un lemme de Schwarz, Acta Mathem.,
492: 1918, blz. 349, e.v. en Journal de Mathém. 83; 1918; blz. 72, e.v.
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Zij 4 = lim %voor 9y =0, 2" > oco.
Stel w’ = 2z’ + @ (2/), danis @ (') holomorf voor #” > 0, en haar
reéele deel is =0 wegens u = 2x'.
Verder is voor y' =0, ' —co, daar 2 reéel is,
R . deel van ¢ = o(x);

!

R. deel van ¢ 00

llh

J—(R] dus 53,-»0, waaruit volgt u—,—> 4. En
ia I x x
daar uit (1) volgt %‘il, ISWA= [leoftwi=xRdus;

het oneindig verre punt is randdekpunt van @’ (z"), dus:
w (2)
1
Zij nu I'; de cirkel door een punt z uit het rechterhalfvlak, die
in de oorsprong aan de imaginaire as raakt, en de middellijn
van deze cirkel 4. Dan is de vergelijking:

, w.t.b.w.

de oorsprong s randdekpunt vooy

22 —dx + 92 =0.
Het beeldpunt w hgt nu binnen of op de cirkelomtrek:
— wdu + v? =0,

zoodat voor het punt w geldt:
w— pdu + v: = 0.

g s e o yE

e %

()

» Hieruit volgt:

Deze ongelijkheid is de analytische uitdrukking voor de stelling,
dat de oorsprong randdekpunt is voor 1@-

Opmerking: Indien voor één punt uit het z-vlak in de laatste
ongelijkheid het gelijkteeken geldt, geldt het gelijkteeken voor

>

alle punten. Passen we n.l. de transformaties 2 =£ en w' =&
weer toe, dan is voor het bedoelde punt «* = «’, en dat deze ge-
lijkheid dan voor alle punten geldt, wordt bewezen als in § 13c.

b) Transformatie van het rechterhalfviak op de eenheidscirkel
Transformeer nu de rechterhalfvlakken op de eenheidscirkels
|Z| <l en | W | <1 door de transfornmaties:
4
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l —z 1—w
=I-—~——-—+z en W —_l‘+"'w"

Met de oorsprong van de-halfvlakken correspondeert het punt
+ 1 op de eenheidscirkels.

Z

Stelt men

W — O - wa, Z = 0z - ew"’ (met Ow;, 09z, 81? €n 62 1'6("2'61),

dan vindt men achtereenvolgens:
e
A e _11+W :

o A0 1 — 0% —2i.py.5in ﬂ,y,

i - gy — - —
FaSTRRET I orh eit?w == Q?fv + 20 . COS Oy
= [— W
zoodat: 2 == 2 & i 2
1 + oW + 20y . cOs O [
Dus is:
Bapap =P iy e
- = Tt | 7 Iz, €N evenzoo: = A== ! 7z

Uy, ' "
Voorts gaat de voorwaarde — — p voor 7z - 0o over in:

] _— 1 I/I;ﬂ !2 | I ““[— Zu [2

T— | Zu P [T EWu ™ © d.i. wegens (Z,) =1 en (W) - I:
| — | W] .
=z 7

We kunnen nu het theorema a.v. formuleeren:

Indien w == [ (z) holomorf is voor |z | <1 en |f(2) | < 1 voor
|z | < I, en er cen puntenreeks (zy) is, convergeerend tot + 1, waarbij
een beeldsuite (wy) behoort, die ook tot + I-convergeert, zoodanig, dat:

I— |wu| :
E— ' > w VOO¥ N — 0O, A

]
[El—=twilt T — 72
T—[wpE="T—]z |

(Ongelijkheid van Julia). %)
p zullen we noemen: contractieconstante wit het theorema van
Julia.

39) C. CARATHEODORY, t.a,p., blz. 44 e.v., zie 8).

dan geldt: V007 lozi|F= T s R (4)
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c) Verband tusschen de correspondeerende stralen der raak-
bundels

Omdat door de in b genoemde lineaire transformaties cirkels,
in de oorsprong aan de imaginaire as rakend, omgezet worden in
cirkels in -~ 1 aan de eenheidscirkel rakend, is de meetkundige
interpretatre van de ongelijkheid van JuLIA deze, dat het beeldpunt
van een punt z binnen de eenheidscirkel komt te liggen binnen
of op een bepaalde cirkelomtrek, die in -- 1 aan de eenheidscirkel

raakt.
We duiden (zie fig. 16) de punten + 1 en z door A en P aan,

AP |1—2z3

Fig. 16. — —— - orthogonaalcirkel van

S-

PB 1 — [z]*
C! door P. en B

het tweedegsnijpunt van 4 P met de eenheidscirkel door B, en de
uiteinden van de middellijn door P met K en L. Dan is:
AR AR S e [
PR W APINPB W KPP &
Duiden we in het w-vlak de overeenkomstige punten met ac-
centen aan, dan wordt de ongelijkheid van JULTA: '
%éfu.%i........‘@)

(]

— e
S —

I o
2
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Noemen we de straal van de cirkel door 2, die in -+ | aan de
eenheidscirkel raakt, 7., en de straal van de cirkel, die in -L |
aan de eenheidscirkel raakt, en waarop of waarbinnen w ligt,
7w, dan kunnen we uit het contractietheorema een betrekking
afleiden tusschen de stralen 7; en 7.

Denk de eenheidscirkels op elkaar geplaatst, met de punten
z=+1 en w =+ 1 op elkaar. Noemen we het snijpunt van

A'P! AP @
ST ==
P’'B

PB
Verband tusschen 7, en 7,.

Fig. 17. Stelling van JULIA:

cirkel (r:) met de reéele as S, en het snijpunt van cirkel (r,) met
de reéele as S, dan vindt men (fig. 17) gemakkelijk:

4s._ 4s
iD= SD)
waaruit 26 (2—2r0) =p. 21z (2—275),
- Tw +'9 Yz
dus: T e (6)
of: T SR (67
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Opmerking: Tusschen de in (4), (5), (6) optredende grootheden
bestaat het volgende verband: ;

ll=al¥ Yz AP

I——-|z]2“l-—-f,7:j!3§l

(Analoog in het w-vlak).

d) Tweede bewijs voor de Stelling van Julia

Een tweede bewijs van de Stelling van JuLiA vinden we door -
de wolgende limietovergang wit het contractietheorema van Schwarz
(§ 12).

Noem s;, en s, de snijpunten van de orthogonaalcirkel door
z en z, met C), en s, en s, de snijpunten van de orthogonaal-
cirkel door w en w, met C},. (zie fig. 10).

Uit [w,w] = [z,2] volgt:

ey e et s B .l
w, S1n . & S1y 2 Sip A & S1y
1 ¥ 1 = o [ F
W ) W= 3oy L 2o 2 —Say
; ' 3 : boog ; :
Uit de stelling: lim ——- =1 (in een cirkel), als de lengte
koorde

van de koorde tot nul nadert, leiden we af, in verband met

. == ! wnl
lim ——— =
n—>w 1 '_| zul g =i A
L]
W, — Sof
dat lim [—=—2| — 4
n—rw 2y =35,

Er komt dus, als we het punt, waarin de orthogonaalcirkel
door z en + 1 de cirkel C} nogmaals snijdt, s, noemen, en het over-
eenkomstige punt in het w-vlak ;"

¥ [—s | [@w—s

1 —s

0 — 1

- (7)

e

10

z—1 Z— 8§

Stellen we de punten z en s;, @ en §;’ resp. door P en S;, P’ en Sy
voor, z = -+ 1 door A en w = -+ | door A/, dan vindt men,
l—z=0.¢7%en s, =¢

stellend (waarbij blijkt, dat de plaats van P door de hoeken 0 en a
bepaald wordt), met analoge aanduiding in het w-vlak:
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omdat, als D het tegenpunt van 4 is in de eenheidscirkel, uit de

B e e el A

gelijkvormigheid van A DS;4 en A CAP gemakkelijk blijkt:

Si4 . PC = PA .2 (ze fig. 18).

Sy

Fig. 18. Stelling van Juria (tweede bewijs).

[ —"1"] =5

% - — —_ l 2
Analoog: s =3[ [Sze]ei] o
Uit (7), (8), (9) volgt: -

W I8 Sl 2 e
z — 1 =‘tél-—lziz’

et



55

[1——1@[2_:_. | 1—2 2
I'= ||t = " I= iz

Dit is de ongelijkheid van JULIA (zie b).

of-

e) Verband tusschen de contractieconstante van Julia « en de
halfvlakconstante A

We kunnen de vergelijking van een cirkel met straal 7., die in
het punt - I aan de eenheidscirkel raakt (en binnen de cirkel
ligt) als volgt schrijven:
185

= (ll—7.)=7:e (6; variabel).

Door de transformatie: 2’ =]1 ji wordt deze cirkel omgezet

in de rechte:
z'=1—?s—{—_f—.cotg-;~6z. LI (10)

. ?’g ?’z
Evenzoo wordt het beeld van de binnen |w | = | gelegen cirkel
met straal 7y, die in 4 | aan de cirkel raakt, voorgesteld door:
1 _?"'} 3 1

"= i 300 o R SR (1
W = —{-?’wcotg_ : (I

De binnengebieden van de cirkels met stralen 7. en 7. corres-
pondeeren met de halfvlakken rechts van de rechten (10) en (I11).

I

: o ; :
Indien nu lim — (y constant) =24 is, dan is:
2w -

o, u' = Ax’, voor elk punt 2z’ in het R.H.V.,
zoodat uit (10) en (11) volgt:
1 —7y —a | —7;

Y Fa ¥z

AN S (1)

¥z

Y 1
1 — 7 A 1
Vergelijkingmet (4) en(6) doet zien,dat dus het contractietheorema

cl_.i.

van JuLriA geldt, met :% als contractieconstante. De afleiding

ooy het contractietheorema met deze constante, is onafhankelijk van
de beide bewijzen, tn a) en d) van het theorema van Julia gegeven.
Noemen we u de kleinste contractieconstante uit de ongelijkheid

. 1
van JuLia, dan is ==,
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dus: Mol o & 5o 5 e bl ake - 5 (1))
Omgekeerd, indien u een contractieconstante van JULIA is, en
Tw Yz 4
: = 1dt,
dus volgens (5): = = L ge
volgt uit (10) en (11):
w = -1- Gl dus: -u—, = I—
& g
dus ook A =lim 2; (iconst.) = -
x'—>w -
of: A==l il R R = (1)

Uit (13) en (14) volgt: 4. u =1, m.a.w.:
de klemnste contractieconstante p wit het theovema van Julia voor

de eenheidscirkels, en de halfvlakconstante A zijn elkaars reciproke
waarden.

{f) Invariantie van de n.e. afstand van de correspondeerende
bundelexemplaren

De n.e. afstand van 2 cirkels Iz, en I, wit de raakbundel van cir-
kels (C;, + 1), welke cirkels resp. door de pumten z, en z, gaan, s
gelijk aan de n.e. afstand van de 2 civkels Iy, en Iy, wit de raak-
bundel van cirkels (C),, - 1), binnen of op welke exemplaren volgens
het theorema van [ulia de punten w; =f (z) en w, = [ (z,) gelegen
moeten zin.

Bewzjs: Deze stelling, die men door limietovergang uit § 12 kan
bewijzen, kan ook bewezen worden door gebruik te maken van
de in ¢ gevonden betrekking tusschen de stralen van correspon-
deerende cirkels:

¥z
1 —7z &

Tw

Il —7

:‘{L,

Omdat we weten, dat I’ en [%, aequadistante krommen zijn,
(zie § Ilc) hebben we, de snijpunten dezer cirkels met de reéele
assen S;, en S;, noemend, — en analoog voor I, en [I%,, — slechts
de gelijkheid aan te toonmen van de dubbelverhoudingen:

(Supy Sy 1, —1)ien (S Supy - 1, —1).
Rekenen we deze dubbelverhoudingen uit, dan blijkt:

e e P T

Rt b = U E e
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s
(Swr, Swy 41, i ) = T
275, 272,
2 — 2;’. g 27z,
Yigh e

() —— 2?1__ ‘ = 2.}’33
=Sz Szge b= 1 —1):

Opmerkingen: 1. De stelling komt neer op de eigenschap, dat
bij lineaire tlansformatlc de waarde eener dubbelverhoudmg, en
daarmee de n.e. afstand, invariant blijft.

2. Met deze stellmg vinden we opnieuw (vgl. § 14a), dat het ge-
lijkteeken in de ongelijkheid van JurLia algemeen geldt, indien
het voor één punt geldt. Immers, als 2z, het punt is, waarvoor het
gelijkteeken geldt, en z, is een punt van de cirkel door z en + 1,
die C! orthogonaal snijdt, dan geldt voor w,:

[wyw0,] = [212,],
volgens de zoo juist bewezgn stelling, en
[wyw,] = [72,], volgens § 12.
dus [2y25] = [2;2,].

De betrekking tusschen w en z is dus lineair en het gelijkteeken
geldt algemeen.

e &) Vorm van de lineaire functie
De vorm der lineaire functie w =/ (z), voor het geval in ce
ongelijkheid van JuLriA het gelijkteeken geldt, welke vorm door
CARATHEODORY vermeld wordt op blz. 43 van de geciteerde ver-
handeling: Uber die Winkelderivierten enz., is a.v. te bepalen.
Na transformatie van de eenheidscirkels op de halfvlakken door

: i |l seby z
middel van: o= i i
1N— 0 I -
heeft men: pw! =2 qi,

uit welke drie betrekkingen volgt:

A4+2—00—2).(k—q) .
(L+2) + (1 —2). (e 90)

w =

/) Over verschillende waarden van de contractieconstante wu
Indien niet voor alle suites (z,), die®tot 4 1 convergeeren, en



58

waarvoor de suites. der beeldpunten (w,) eveneens tot - 1 conver-
geeren, lim u__.___l — % |
n>ew 1 — l an | -
1 — | w, |
==l s
te extraheeren, met een limiet u. waarvoor b.v. genomen kan
1 — | @y |
=l

*Voor deze i, en tevens voor alle grootere, geldt de ongelijkheid
van JULIA. .

Uit § 106 volgt, dat de reéele grootheid w niet nul is.

Indien geen M te vinden is, kan men zeggen, dat de ongelijk-
heid van JuLIa nog geldt, met p = co. De bijbehoorende waarde
in het halfvlak van 2 is 0. Het contractietheorema leert in dit
geval slechts, dat het beeldpunt van elke z met |z | < 1 binnen
de eenheidscirkel ligt.

Alléén voor u = | heeft het zin, het theorema van JULIA een
contractietheorema te noemen.

= oo 1§, 1S er minstens één suite, waarvoor

< M (eindig) is, en uit deze suite is nu een deelsuite

worden de limes superior van de suite

i

§ 15 — De Stelling van Wolif als gevolg van die van Julia
De stelling van Wolf] volgt ten deele wit die van Julia.

1 .
Immers, wegens (1 _;a) . [ (ay) = @, heeft men voor de suite

(an) en de beeldsuite {f (as)}, die beide tot het punt a op de een-
heidscirkel convergeeren (voor welk punt we in de stelling van®
Juria het punt + 1 namen):
" [ s

l—lf(ﬂu)‘_ =1,

T=Ta b =l

— | voor n — co.

waaruit WOLFF'S contractietheorema volgt met u =1.
We merken echter op, dat de stelling van WOLFF het bewijs
inhoudt van het bestaan van een invariant punt ‘op de contour
iz =1

§ 16 — Caratheodory’s omkeering van de Stelling van Julia 1) .
Onderstelling: a) w = [ (2) is holomorf voor |z | < 1, en met = 1.
b) Er is een positief getal ., zoodat voor |z | < 1

geldi:

10\ C. CARATHEODORY, t.a.p., blz. 45., zie noot ),
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1—w | |1 —2z |2
Of_i—___ Lo TRl
==

Beivc?;ing.: a) |7z |'< 1.

b) er zijn puntenreeksen (z,) met

25— + 1
ToorY N — 00,
Wy — + L
en lim Z el 7] = u
n—>rw — | 2y [ =
Bewijs: |w | < 1; was er n.l. een z met |w, | = [f(z) |=1,

dan zou het middelste lid uit 4 van de onderstelling oneindig
groot of negatief kunnen worden, in strijd met de voorwaarden,

J"I—l[",, zoodat dit middelste lid

=%

dat dit lid =0 is, en = u.

eindig en positief moet zijn.

Neemt men een willekeurige suite punten (x,) op de reéele as,
met %, > -1 voor #— oo, .,dan volgt, wegens form. (6) van
§ l4c, uit de onder b gegeven ongelijkheid.

L [l | L —f o) [ 270 _ L7

[ | —x, =i S =

- & VOOI 7 — CO.

Hiermee is het bestaan van puntenreeksen, voldoende aan de
drie voorwaarden uit de bewering, bewezen.

° 3
§ 17 — Uitbreiding van de stelling van Julia — hoekafgeleiden

a) Hoekbuurt (angulaire buurt) van een randpunt

Als een enkelvoudig samenhangend gebied Gy binnen de een-
heidscirkel G. ligt, en de randen I3, en I resp. een punt @w,en
een punt z, bezitten, die met elkaar correspondeeren in de zin
van § 6, bevnt de stelling van JULIA een eigenschap over het ge- -
drag van “de functie w = (z), die G: op Gu conform afbeeldt,
in de buurt der randpunten 2z, wo.

Dit gedrag kan nader onderzocht worden door bestudeering van
de afgeleide /' (2) van f (z). Hierbij beperken we ons t.o.v. het ge-
bied, waarin f’ () wordt bestudeerd, tot een hoekbuuri (angulaire
buurt) van een randpunt, d.i. het deelgebied van G, gelegen binnen
een hoek, met het randpunt tot hoekpunt welks beenen G bmnen-
dringen.
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Indien /* (z) gelijkmatig tot a nadert, voor z -2 in elke hoek-
buurt' van z,, zeggen we dat f (2) in z, de hoekafgeleide (angulaire
afgeleide) a bezit.

b) Uitbreiding van de Stelling van Julia %)
Onderstelling: w = f (2) 1s holomorf voor x > 0; u.> 0;
: Z =% -1y, W =u+ 0.
Bewering: Er is een ¢ =0, zoodat [ (z) =c .z + @ (2), mel
a) R[o(z)] =0 voor x> 0,

b) ‘Péz) ~ (0 woor z-»0o, uniform in de hoek-

buurt |z | < Mx van z =co (M > 0 en con-
stant),
¢) ¢ (2) =0 voor z—co in deze hoekbuurt.
Bewijs: We weten (§ 10):
lim 1—5; (y constant) =4 (onafhankelijk van y).

1—>m X
(]

Voor de ¢ uit de bewering kiezen we deze limiet.

. "
Omdat 2 de benedenste grens is van alle . hebben we

@ (z) =& + iy stellend: & =u—Av=0.
Uit § 13c blijkt, dat, wanneer voor eenig punt z uit het R.H.V.

Sl e _ : T
geldt £ =0, £=0en ¢ (2) = constant. Dan is dus stelhg—z—- - 0.

We mogen voor het verdere bewijs dus onderstellen: & > 0.
Passen we nu het theorema van Scuwagrz (§ 10) toe, dan vin-
den we:

=gl o (1)

o

l @ (2) — @ (20)
@ (2) — @ (20)

indien @ (z,) en z, de spiegelpunten zijn van ¢ (z) en z, t.o.v. de
imaginaire as.
Stel nu:

41y Vergelijk: J. WoLFF, Sur une généralisation d'un théoréme de Schwarz,
€omptes rendus, Sept. 1926, blz. 500, e.v.

E. LANDAU en G. VALIRON, A deduction from Schwarz’s Lemma, Journal
of the London Mathematical Society, Vol. IV, 1929,blz 162 en 163.
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P2 — o
~—(-Jg-—3’-=:(z). e B 1 @)
dan gaat (1) over in:
g [ e | ==l
5—f—1.=9’ dus stellig |3|+1=9‘
Hieruit volgt:
I 1 2 !:l Z —ZO:|-
— 1l—p I — o ke Z— 7o |2
: Z—Zo

—lme—lieelle =l '

2] = I e = o o s ()

De noemer van het rechterlid is:
(& 4 %0)® + (¥ — ¥0)*] — [(¥* — %0)* + (¥ — ¥0)?] = 4% . %o,

De teller is kleiner dan:

[zl + 20|+ 2]+ |22 =402 ] + |2 1%

Dus:
R 2
Izjguﬂxﬂz"” (e P S

. Xo
Uit (2) volgt:
@ (2) =1t (2) . & + 110,

Uus in verband met (4):
§o [lz|+ [2|F

@ @) — |0
Z0 = |1z %o %zl
— | Mo $o Mo Zo |?
=0l 7 +:ro'u-r' A 2|
zoodat: lem sup ? () = '5—9 M, voor z--co In de gegeven
. T Z Xo
hoekbuurt.
&R g -
Omdat = = ~"— 21 en — —>1, voor x,—>00 (Y, constant),
. Xo Xo

Xo
. frl = Il .
kan men door behoorlijke keuze van z, de waarde ;wﬂlel\eurig
1]
klein maken, en é’ M dus eveneens. Hieruit volgt:
Xo {J
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lim sup 2(2) = (. (angulair)

> Z

De bewering onder b) is dus bewezen.
Verder is:

@) =s=lel@l_y 28

x A

in de gegeven hoekbuurt.
De stelling is hiermee volledig bewezen.

Gevolg: Als w = f (z) holomorf s voor x > 0 met u > 0, geldt:
(2)

zZ

> en [ (z) >4

v0or z— 00 1n elke hoekbuurt van z = co, indien A de bekende
beteekenis heeft.

¢) Hoekafgeleide van w =1 (z), hol. voor x > 0 met u> 0,
inz=0 ¢

Als w = [ (2) holomorf 1s voor x > O met u > 0, en z =0, w =0
zyn corvespondeevende randpunten, geldt:

1(72)-—>£ en f'(z) =1

voor z— (0 in elke hoekbuurt van z = 0, waarbij de waarde | = co
moet worden toegelaten.

I

!

Bewrjs: Door de transformaties 2z’ ==, w =—:~wordt elke hoek-
/)

1
buurt van z =0 getransformeerd in een hoekbuurt van z’ = co
(met dezelfde opening). w = f (z) wordt getransformeerd in

w' = F (z'), holomorf yoor z’ > 0 met #" > 0.

Dus: g

7 S’: L A" en F'(z") - A" voor 2z’ — co (angulair).
Hicotthvolet o e e M0
lerul gt: == (angulair), voor A" =£0.

dw dw dw' dz

en, wegens == i e
& dz  dw' dz 'dz
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dw 2% dw'

f Sl JChd
¥ dz = w? dz
dw 1 :
| awé = (angulair).
Opmerking. Voor A’ = 0 gaat de stelling door met / = co.

dw

In de eerste plaats is: % - 0o, terwijl ook i
Z

- 00 moet zijn,

. |dw X :
omdat uit gi < M gemakkelijk afgeleid zou kunnen worden:

Ew-)<ﬂff.
2

d) Hoekafgeleide van w =1 (z), hol. voor |z | < 1 met |w | < 1,
inz—-1

Met behulp van § 1756 is het contractietheorema van Juria, ge-
formuleerd in § 146 a.v. uit te breiden.

Als w = [ (2) holomorf is voor |z | <1 met |w| <1, en het

1
1— | wy |

. -. 3 - s i ;
quotient 7 15 begrensa op een puntensuite (z,) - -+ 1 met

— ]
(wn) = + 1, heeftw = f (z) een hoekafgeleide | > 0 in z — -+ 1.
Bewigs: We kunnen uit (z,) een deelsuite extraheeren, — die we
opnieuw als (z,) aanduiden, — waarvoor geldt (zie § 144):
I — ‘ w-n, | CHE .
———— > eindige limes u, voor # — co.
L] b | Zn [

Toepassing van § 14b geeft, na transformatie op het R.H.V., als
aangegeven in § l4e:

alle zj = l

i 7
£ a0t . I
5% lim 2 (y" tant) — /= —.
e b S il (y’ constant) = 1 =

w' = F (z') heeft dus een hoekafgeleide ?.’zi Nz — o’

’

terwijl ook Zg»»').’ (angulair), volgens § 17b.

/!

: I | i —| "
Uit: z =Y volgt nu..




l—w 142 i 1

I—z [+w oy :
dw I 4+ 2\ duw' T aveer z -1 (angulair).
dz (] + 0 ) dz > ] = —f

(Elke hoekbuurt van 2/ = oo ligt in een hoekbuurt van z = -+ 1,
en omgekeerd).

5 |
Uit 4t = — volgt [ = u; de hoekafgeleide van f (z) voor z — - I

is dus eindig; uit de eindigheid van 2" volgt: I =£ 0.

Opmerking: Laten we de onderstelling, dat :_;I_?”_tbegiensql
is, vervallen, dan vinden we in dit bewijs 2’ =0; de conclusie,
dat er een hoekafgelelde is in z = + 1, vervalt nu voor het geval,
dat ¥ -_0 geldt. In dit geval comvergeeren: L=ty 2w voor

en
1 — 2z az
z— - 1 (angulair) uniform tot -+ co.

¢) Hoekatgeleide in het overdrachteluk dekpunt der functie f (z)
“van § 13b

Als + 1 het overdrachtelijk dekpunt is der functie @ = f (2),
holomorf voor |z | < 1, met w = z voor |z | < 1, welks bestaan
bewezen is in § 135, volgt uit het bewijs onder 4, dat de functie
in dit overdrachtelijk dekpunt een hoekafgeleide = 1 en > 0 heeft.

/) Opmerking over de bewijzen van Wolif, en Landau-Valiron
van de besproken uitbreiding van het theorema van Julia ;

De stelling van § 176 wordt door VALIRON 4?) op name van
hem en LANDAU geschreven. We merken echter op, dat deze
stelling reeds volledig bewezen is in het artikel van WOLFF van
Sept. 1926 uit 'de Comptes Rendus.

De' stelling is voorts bewezen door C*\RATHEODORY op blz.
49 en 50, van zijn in noot 8 geciteerde publicatie, die ongeveer

tegelijk met die van VALIRON en LANDAU is verschenen (Maart
1929).

%) G. VaLIRON, Bulletin des Sciences mathématiques, Maart 1929; blz. 76.

E. LaxDpAU en G. VarLirox, Journal of the London Mathem. Society,
vol. 1V, 1929; blz. 162—163.
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HOOEDSTUR IV

CONFORMITEIT DER AFBEELDING IN
EEN RANDPUNT

§ 18 — Definities van hoektrouw en conformiteit der afbeelding
in een randpunt — 1. Men zegt, dat de afbeelding van een gebied
G: op de eenheidscirkelschijf G (| w | < 1) hoekiroww is in het
grenspunt z, van G;, indien met 2z, een punt w, op de grens [,
van Gy correspondeert, 266, dat twee koorden & en k, , die elkaar
in @, onder een hoek ¢ snijden, beelden zijn van krommen £k,
en ;’e die elkaar in z, onder dezelfde hoek ¢ snijden. :
. Men zegt, dat de afbcclchng van een gebied G op de een-
heldscu kelschyjf G, conform is in het grenspunt z, van G, (angu-
lair conform), indien de plaatselijke vergrooting N.,, als z, tot z,
convergeert, een eindige, van nul verschillende limiet heeft: z,
wordt hier beperkt tot een angulaire buurt van z; (zie § 17a).
Uit de conformiteit in 2z, volgt de hoektrouw in 2z, niet om-
Yekeerd.

§ 19 — Analytische randkrommen — Als w = [ (2) het gebied G,
begrensd door de amalytische kromme, of de wit analytische bogen
bestaande contour, I, conform afbeeldt op de eenheidscirkelschijf G,
contour I, dan is de afbeelding angulaty conform in elk inwendig
punt z, der analytische bogen.

Bewijs: Deze stelling volgt onmiddellijk uit de eigenschap, dat
de afbeeldingsfunctie w = f (2) over z, voortzetbaar is. Door deze
voortzetting wordt een omgeving van z, afgebeeld op een om-
geving van w,, door een holomorfe functie @ = y (z), die in G,
met w = f(z) samenvalt, én die als beeld van een analytische
deelboog van I%, met 2z, als inwendig punt, geeft een deelboog
van de eenheidscirkel I'w, met het met'z, correspondeerend punt

9
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w, als inwendig punt. In z, is %Zi’ = 0, dus de afbeelding is con-
dw

form. Was toch (7-) = (0, dan moest het beeld van de ana-
] 1 z

lytische boog, waarop 2z, ligt, een dubbelpunt of een meervoudig
punt in w, hebben.

b) In de hockpunien van analytische begrenzingsbogen is vh.a.
conformiteit witgesloten.

Bewijs: Is n.l. de hoek der analytische bogen, die in het rand-
punt z, van I samenkomen = a > &, dan kan men in G, twee
krommen trekken, die in z, uitmonden, en elkaar daar onder
een hoek B > x snijden, terwijl de beeldkrommen in Gy elkaar in
het met z, correspondeerend punt w, onder een hoek = 7 moeten
snijden, zoodat hoektrouw is uitgesloten, en conformiteit dus
eveneens.

Is de hoek a > =, dan kan men in G, twee in w0, uitmondende
koorden trekken, die elkaar onder een hoek g > a snijden, terwijl
de beeldkrommen in G. elkaar onder een hoek = a moeten snij-
den, zoodat ook nu hoektrouw is uitgesloten, en conformiteit
dus eveneens.

Slechts in het geval « = = is conformiteit in z, mogelijk. Als

il =0
. o
(waarin #, de bij z, behoorende parameter is), op beide bogen e
dan heeft ieder dier bogen in z, een van nul verschillende kromte-
straal. De angulaire conformiteit in z, volgt nu met behulp van
het in § 21 te bewuzen c11te1 lum.

de beide bogen in z, tangentiéel aaneensluiten, en

c) Uit de volgende paragrafen zal blijken, dat ook bij begrenzings-
krommen van Jordan in punten, die géén inwendige punten van
analytische deelbogen zijn, angulaire conformiteit mogelijk is. Het
staat echter vast, dat hier een criterium niet gevonden zal kunnen
worden, door de voortzetbaarheid der afbeeldingsfunctie over de
desbetreffende punten te bewijzen. Indien n.l. deze functie over
een punt z van I voortzetbaar is, dan volgt hieruit, dat z, in-
wendig punt eener analytische deelboog is, in strijd met de onder-
stelling. Voor het opsporen van criteria voor randconformiteit bij niet-
analytische begrenzingsbogen moeten we dus andere wegeninslaan,
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§ 20 — Hoekafgeleide en angulaire conformiteit — Ais w = f (2),
holomorf in het R.H.V., in een punt z, van de rand I; een eindige,
van. nul wversclnllende hoekafgeleide heeft, is de afbeelding wan het
R.H.V. op het beeldgebied G angulair conform in z,.

Bewijs: Kies' voor z, de oorsprong en onderstel, dat met 2o
w = 0 correspondeert. Stel de hoekafgeleide 2, ..etb: . (1, == 0).
Geef ¢ > 0; dan volgt nit w = w, + [[(2) .dz, dat men een

0 kan bepalen, z66 dat voor |z | en |z | < (in een angulaire

. W —w x ;
buurt van z = 0) voldaan is aan: z zl — Jp. etl| < &, dus ook
S e 1
@ gy
—7"1"—1’.9.8589 ; &t
AL

ln el (R ; S '
Dus is: — -1, . ¢t voor z--0 (angulair). Hieruit volgt de an-

gulaire conformiteit.

Opmerkingen: 1. Als G; geheel in het R.H.V. ligt, en er is een
hoekafgeleide in O, dan is de waarde van g, steeds 0, omdat voor
0, = 0 het beeldgebied van een hoek, met opening voldoend dicht
bij 7, in het R.H.V., ten deele buiten het R.H.V. zou komen te
vallen.

o 2. Uit ['(z) > 2 (angulair) wolgt, wolgens deze paragradf Ejll —
(angulair). 8! i G
Omgekeerd wvolgt wit zf> L (angularr), dat  ['(z) — 2 (angulair).

Dit 1s in § 170 bewezen voor een angulaire buurt vanz = oo. Voor
een angulaire buurt van z = 0 volgt de stelling uit de transfor-
ST By, - il - 5 : .
matie z' =-, w' =~, waardoor @ = [ (z) overgaat in een functie
z w : :
L3
Wi =Nz
; ] dw' |
Dan is voor z'—oco (angulair);: — — =, dus — - —
el @ 1
Uit: dw | aw dwl dzt  z* dw!
: ‘dz  dw! dzl dz T w? dz
dw :
volgt nu: T 2 (angulan:).
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Zin z, en w, de correspondeerende randpunten, dan moet iy

deze stelling de uitdrukking lim — vervangen worden door
5=z 2

iy g ameiilos

S—+50

de verandering in het bewijs ligt voor de hand.

z2— 2z,

§ 21 — Criterium van Caratheodory-Valiron
Onderstelling: 1° w = (2) os holomorf voor x > 0;
2% 2z = @ (w), de wmwverse functic van w = f (2), is
holomorf voor u > a:
3° w —co woor z—co (twee-dimensionaal)

: : S 1Y
Bewering : ang. limiet — > 0.
Z—ro0 g
M e Sl e s
Bewijs: Voor z-» oo, angulair, is — > 2 = 0.
o
2.

Voor w - oo, angulair, is = — =0,
W Y

omdat het gebied (x> a) ook een halfvlak is. N

_ ] o :
Voor 2 > 0o, ¥y=0, is = — 5 van welke limiet we willen aan-
w &

toonen, dat ze niet co is.
Het beeld van de positieve, reéele as noemen we [, welke
kromme zich op grond van onderstelling 3° tot in het oneindigee

uitstrekt.

8.
o

Nu is op [

enop de reéele as: I—;# 1.

Z . = - ! o = )
Omdat — nooit negatief is, dus ,begrensd in ruimere zin’’, —

i

D=

zie opmerking 2, — moeten deze twee limieten gelijk zijn; p = == 0.

Uit: 2=0 en ;go, en beide eindig, volgt: 2 > 0.

.

De afbeelding van gebied G, dat door z = ¢ (@) een aan een en
conform afgebeeld wordt op het R.H.V., is dus onder de voor-
waarden in de onderstelling genoemd, angulair conform in het

oneindig verre punt. o
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Opmerkingen: 1. Voor het geval, dat het holomorfiegebied van
w = [ (z) de eenheidscirkelschijf is, vinden we voor het criterium
de volgende vorm: de afbeelding van cen enkelvoudig samenhangend
schlicht gebied Guw (rand 1) op de eenheidscirkelschijf G. (rand )
s angulaiy conform in elk punt w, van Iw, waar Iy ligh tusschen
iwee elkaar in dat punt rakende cirkels (zie fig. 19).

Fig. 19. Criterium van CARATHEODORY-VALIRON.

* 2. We hebben in bovenstaand bewijs gebruik gemaakt van de
volgende stelling:

ecen functie w = [ (z), holomorf en begrensd in een gebied G: en
op de rand Iy Links-continw en rechis-continu in een punt zo, kan
langs I'. in twee verschillende richtingen naar z, geén lwee verschil-
lende limaeten hebben. <

Ondersfelling: Een woor |z | << R holomorfe, begrensde jumnctie
F (z) ds in het punt A van de cirkel |z | = R naet

gedefiniéerd.

. . voor z naderend tol A
lim F (z) =a, + da, (= a) _
2> : langs de cirkelomtrek,

lim F (7) =b, -+ iby (=0b)(in twee wversclullende
s vichtingen.

Bewering : a =b. Y
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Bewijs: Omdat F (z) begrensd is, is /" (2) gelijk aan haar Poisson-

integraal
27
< L R2—o? [F[R. ]
E(z) = = f ) do,
waarin o= |z|, r=|Ret! —z|. Zie fig. 20.

Fig. 20. Poisson-integraal.

Beschouw nu de functie w, d.i. de hoek tusschen de (halve)
raakliin AB in 4 en de voerstraal van A naar een punt z binnen®

de cirkel. Zie fig. 21.

A )

I' 1 Fig, 21. De harmonische functie .

<
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Dan is, als we F (2) = U (2) + 7. V (2) stellen,

U@ —un vy
bl = oy 4
een harmonische functie binnen de cirkel. Deze neemt in A zoéowel
rechts als links de randlimiet nul aan. Definieeren we nu de waarde
dezer harmonische functie in dit punt als nul, dan is de rand-
waardencollectie continu in A en moet de harmonische functie
hier de tweedimensionale limiet nul hebben.

U— o
Dus; 5_1 P
174 7

i

d.i. als we tot A naderen ‘volgens een koorde, die de hoek x bij 4
in' verhouding van #m tot n verdeelt, zoodat

77 ;
“ J —_— eee—— . ?T'
¥ M =N
: ay .1 b .
dan is: R
m - n
langs deze koorde.
e i i
Evenzoo: [y B8 T —ed BT

M+ 9
langs deze koorde,
] a.n -=b.m
dus: F(z)» ——»
M~ N
langs deze koorde. ;

* F (2) nadert dus als a = b, langs twee verschillende koorden

tot 2 verschillende limieten.

Een begrensde holomorfe functie, die in een randpunt een radiale
linviet heeft, heeft echter, volgens Fatow, deze limiet angulair, zoodat’
twee verschillende limieten zijn uitgesloten.

Uit deze contradictie volgt: a = b.

Geveng,we, inplaats van de voorwaarden van het begrensd zijn,
‘de voorwaarde, dat [ (z) de waarden van een bepaald deelgebied
van het vlak niet aanneemt, of een continuum van waarden, b.v.
een lijnsegment, niet aanneemt, dan vindt men door een passende
transformatie het vorig geval terug, zoodat de stelling blijft gelden.

Ook deze functies noemen we begrensd, ,in ruimere zin".

3. Alle inwendige punten van analytische bogen woldoen aan het
criterium  wvan Caratheodory—V alivon, -waaruit dus opnieuw de
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reeds in § 192 bewezen angulaire comformiteit in deze punten volgt,
Dat echier het bewezen critertum veel verder reikt, blijkt uit het vooy-
beeld van Caratheodory uit hoofdstuk I, § 3, blz. 12. Het criterium
geeft n.l. onmiddellijk de conformiteit in z =+ 1 van de afbeel-
ding van het door die kromme begrensd deelgebied G; van de een-
heidscirkelschijf |z | < 1 op de eenheidscirkelschijf G (| w | < 1),
als we met z ==+ 1 w =41 doen correspondeeren, en b.y.
met z =0 w =— 1.

Toch is de functie z = ¢ (@), die G op G afbeeldt, discontinu
In @ — -+ 1. Dit is in verband met het feit, dat w =: + 1 beeldpunt
1s van de heele cirkelomtrek |z | =1, incl. de punten z =—1,
z =+ 1 (zie hoofdstuk I, § 6) duidelijk te maken a.v.: in elke om-
geving van @ = + | liggen beeldpunten van z =— 1, welk punt
van aftelbaar oneindige veelvuldigheid is, dus liggen in elke om-

geving van @w = -+ 1 ook beeldpunten van punten uit de omge- .

vingen van z =— 1. Er is dus een ¢ (zelfs > 1), zéodat er voor
elke ¢ punten w zijn aan te geven, met |z— 1 | > een |[w—1 | <o
Hieruit volgt de discontinuiteit van z= ¢ (@) in w = 1.

Voor z—> + | 1s w— + 1, wel angulair, maar niet tweedimen-
sionaal. '

4. Geen enkel punt van de kromme van HELGE vox KocH
voldoet aan het criterium van CARATHEODORY—VALIRON, zooals

4

E

Fig. 22.
Voorbeeld wvan een gebied, waarop
een cirkelschijf conform kan worden
afgebeeld, z66 dat er angulaire confor-
miteit is in een randpunt, erstoch de
afbeeldingsfunctie in géén enkele om-
geving van dit randpunt begrensd is.
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reeds blijkt uit het feit, dat dit criterium voor de randconfor-
miteit in een punt z, het bestaan van een raaklijn aan I3 in z,
eischt. Toch mag men hieruit nog niet concludeeren, dat genoemde

kromme géén enkel punt zou bezitten, waarin de afbeelding con-
form is.

5. Een eenvoudige transformatie doet het in 3 bedoelde gebied
G: overgaan in een gebied G, bestaande uit het rechterhalfvlak
minus een aftelbare verzameling .van halfstralen, waarvan door
w = f(2') een afbeelding op |w | < 1 te verkrijgen is, die in
2z =0, w = -+ | conform is, maar niet tweedimensionaal continu,
terwijl, als w = 4 1 met z' =0 correspondeert, de functie z (x)
in géén enkele omgeving van w =+ 1 begrensd is (CARATHEO-
DORY, t.a.p., blz. 54). — Zie fig. 22.

§ 22 — Criterium van Wolff
a) Hulpstelling 1.

Onderstelling: w = [ (z) is holomorf binnen cirkel K. (middel-
© punt my; straal v,); alle functiewaarden liggen,
of binmen cirkel Ly, of buiten cirkel L., (middel-
punt my, straal ry).
(z0), m K, —>a; op K,
(@n) — aw 0p Ly _
(21, K:) = afstand van z, lot cirkel IK., d.i.

voor 1 —r 00

® ve— | 2w —115 |,
(wn, Lw) = afstand van w, tot cirkel Ly, d.a.
[ G i— | Wy — Ny ,[
(wu, Lw} 4 .
7~ < M (constant) op de puntensuite (z,).
(2n, K';)
Bewemfﬁﬁz: w = [ (2) heeft een hoekafgeleide in a-.

Bewys: Deze ‘hulpstelling is slechts een andere formuleering
van de in § 174 bewezen stelling over de hoekafgeleide.
Immers, door enkele elementaire transformaties [translatie
van het z- en het w-vlak; vermenigvuldiging t.o.v. de oor-

] 1 4 5 S, i :
sprong met, - en - en rotatie der eenheidscirkelschijven, die dan

2 w

‘ontstaan, met nog eventueel een inversie van het nieuwe w-vlak]
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gaat de laatste eisch, die in de onderstelling genoemd is, over in:

]——:—Ejiﬂ-; < M’ (constant),
L=z ]
zoodat we de genoemde § 174 kunnen toepassen. i\

b) Hulpstelling 11 :

Onderstelling: Een puntensuite (P,) O ligt geheel binnen of
op de cirkel met straal o, die in O aan de y-as
raakt.

In O raken eveneens aan de y-as: een cirkel et
straal r en een cirkel met straal R ;
0 < 1< R.
dy, s de afstand vaw P, lot cirkel r,
AR, is de afstand van P, tol cirkel R.
Bewering :

Tn = .
~— 1S naar onderen en naar boven begrensd. (Zie
Ry '

fig. 23).

L

W

Fig. 23. Bij hulpstelling 1T van § 22.

Bewngs:: Men heeft, OP, =s, en [ 'P,;OX = @, stellend:

'zi,." =y — '\/(r — x,)* -+ y'f, — gy — st, + 72— 278, GOS ¢y

o

i R S P = o A o
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Binnen cirkel o is:

x% 4+ v2—2x0 < 0, dus: s < 20/cos .
Nu is:

Wy | = V/Siy - 72— 27s,,c05 P
f" d;’\’,l R — st; _+_ R2—2 Rs“_cos (p”

21 ¢0S @n— Si _ R+ Vs, -+ R2—2Ks, cos @

ZRCR =S s COs

Tt 1), ¥ : . 1\)
= W maal een vorm, die voor 7 — 00 tot T nadert.
Hierbij volgt: 75—"- is naar beneden begrensd.

T

Voorts wvolgt uit:

dr, :
dy, < dg, dat (—ii- naar boven begrensd is.
k) I\’Fl

d) Criterium van Wolff ).

Onderstelling: G, is een enkelvoudig samenhangend gebied, dat
door w = [ (z) conform wordt afgebeeld op de een-
heidscivkelschijf Gw, zo en wo zijn correspondeerende
randpunten op de randen I', en [ (zie: § 4 en § 6).
Gy bevat een cirkelschijf 0,, waarvan de yand y;
door- z, gaat, Gy bevat een cirkelschijf dw, waarvan
de rand cp in w, aan Iy raakt, en waarvan het beeld

Ifig. 24a.  Critefium van WorLrr. Fig. 245,

1) J. WoLFr, Sur la dérivée angulaire dans la représentation conforme:
Comptes rendus, 3 Maart 1930, blz. 575. °©
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d- of geheel binmen, of geheel buiten een cirkel ),
ligt, die door z, gaat.

punten z, en w,. (Zie fig. 24a en 0). T

Bewering: De afbeelding van Gz 0p G iS conjorn 70‘16\3’&?-@--

Bewijs: De cirkelschijf d wordt door de transformatie afgebeeld
op een gebied, dat aan één kant van de cirkelomtrek 2. ligt; indien
dus voor eenige in du gelegen puntensuite (w,) —w, gold:
(z”’ )‘-‘u')
(tf s Crw)
form zijn in de punten (o, o).

De cirkelschijf §; wordt door de transformatie afgebeeld op
een gebied, dat geheel binnen de cirkelomtrek [ ligt; indien dus
Ay, )

(20, 72)
begrensd, zou volgens hulpstelling T de afbeelding conform zijn in
de punten (z,, @,).

Ontkennen we dus de stelling, dan moeten we hebben:

(2n, As)

begrensd, zou volgens hulpstelling I de afbeelding con-

voor eenige in J. gelegen puntensuite (z,) — z, gold:

G )—r»oo voor elke puntensuite (w,) - w,, In dw . . . (1)
Iy
Wy, A ; : :
en (—F'—“—l-‘;n)woo voor elke puntensuite (z;) =z, in d: . . . (2)
iy Yz j

We toonen aan, dat deze beide betrekkingen tot een contra-
dictie voeren. : 5

Maak t.o.v. de ligging van 1. en y. twee onderstellingen:

1° 9. en 2; snijden elkaar. Er is dan een cirkelsikkel S. waar
4. niet in doordringt, z66dat het beeld S, van S, liggen moet
binnen [, maar buiten cu.

2° y; en 2; raken elkaar. (Zie fig. 25). Zij nu ¢, een cirkelschijf,
binnen §, waarvan de rand y_ in 2, aan y; raakt, en d;, eon cirkel-
schijf binnen 4y, waarvan de rand ¢, in w, aan ¢, raakt. Dan kan

het beeld g, van ¢, met @, géén puntensuite gemeen hebben, die
tot w, convergeert.

(21, 22)
(Zn, }’2)
(hulpstelling IT) volgt n.l. voor een dergelijke puntensuite, in d.
én in o, uit (1): °

In verband met

naar boven en naar onderen begrensd




(Mn ?:)
S OR ) | e Tl et e e PR ()
(wm C:v) ( )
: - (@, )
En in verband met *—2—% naar boven en naar onderen be-
-*-z;\ﬂ'-'-.».mfﬁ_ el w"., C\w)

grensd, volgtuit die hulpstelling voor de beeldsuite in @, uit (2):

Omdat (3) en (4) elkaar uitsluiten, heeft d. met d, géén tot z,
convergeerende puntensuife gemeen.

In elk geval kan men door z, in G. dus een verzameling seg-
menten o, trekken, die een positieve hoek ¢ (die in het tweede
geval = is,) nabij z, bedekken, en waarvan de beeldkrommen
6w door w, alle in Gy, maar buiten 4, liggen.

Criterium van WoLFrE. *)

Beschouw nu een enkelvoudig samenhangend gebied A: in G,
dat z, tot randpunt heeft, en één der segmenten ¢: als deel van
de contour bevat, terwijl d; deelgehied van A; is (fig. 25). Men kan
uit de seganentenverzameling (o:) het segment o. z66 kiezen in 9x,
dat A; in de omgeving van z, ligt binnen een hoek g =2x —¢
(e positief).

De rand van het beeld Aﬁ,'van /\: ligt binnen [, maar buiten
cw, 260dat volgens het criterium van CARATHEODORY—VALIRON
de afbeelding, door de holqmorfe functie ¢ = ¢ (w) van Aw Op
de eenheidscirkelschijf | ¢ | < I conform is in w, (fig. 26).

¥) In fig. 25 mag de cirkel A. het gebied ed. niet snijden.
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@ (0) = "% is nu een holomorfe functie van ¢ voor | ¢ |'< 1:
= EUU

immers voor | ¢ | < 1 is @ een holomorfe functie van ¢, de inverse
van ¢ = ¢ (w), en z is een hol. functie van @ in A. Jﬂdﬁu%‘«xmgm Z:
voor [ ¢ | <1, terwijl | @ — w, | =£ 0 voor [&| <l T
Voor de functie ¢ (£) gelden nu de volgende 3 eigenschappen:
1 @ (¢) >0 voor ¢, op het beeld 6, van ow (het beeld
van ;). :

Omdat n.l. o, de cirkel y, onder een bepaalde hoek snijdt, is
[ — e

T_*T begrensd op ¢;. Omdat z op o: tot z, nadert binnen 4,

1S volgens (2):

e el Sl
@, ]-‘;;;) — 0, dus ook W — 0.
Maar, !z__zo[/'/'_zol->0,

[w—w,| = (w, To)
zoodat ¢ (£) 0 voor &~ ¢, op 6.

2° @ (&) - oo op alle koorden van |¢ | < I, door .

Omdat n.l. Aw en |¢| < 1 conform op.elkaar zijn afgebeeld,
zal het beeld van een koo1de f»;, die de cirkel | ¢ | = | onder een
hoek v snijdt, een kromme ky zijn, die ¢ in w, onder een hoek W

ontmoet. Deze kromme ligt dus in de omgevmg van w, stellig

binnen dp. Men vindt:

o
(@, cw) > | w— 1w, | siny,

e Sl L)
zoodat uit e [zie (1)] volgt: T
Nu is: = e o,

lw—w, |~ | w— w, |
(&3

dus ¢ (£) — co langs genoemde koorden."

(3]

3° We kunnen een cirkelsegment van |[¢|=1 bepalen, ten
deele begrensd door 6z en een koorde door &, die elkaar onder
een hoek ¢ snijden, z66dat in dit segment ¢ ({) een argument
heeft, dat de waarden uit een bepaalde hoek niet aanneemt. Zie
fig. 27. '

Dit volgt uit: arg ¢ () = arg (2 — 20) — arg (w — w,); als we
voor ¢ een hoek kiezen «< lé (zie boven), liggen de argumenten



Fig. 27. Criterium van WoLFF.

van ¢ (¢) in een hoek = 27x — }¢, zoodat de waarden uit een hoek
= 1¢ ontbreken.

@ (z) is dus, in de ruime zin, begrensd.

Volgens opmerking II, § 21, blz. 69 kan een begrensde functie
@ (¢) de eigenschappen 1° en®2° niet bezitten.

Uit deze contradictie volgt de juistheid van het criterium.’

Opmerking: Het Renmerk van Caratheodory—V alivon is als bij-
zonder geval opgesloten in dat van Wolff.

Immers, de cirkelschijf binnen G, uit eerstgenoemd kenmerk
doet de dienst van de schijf d; uit het kenmerk van WOLFE, en
de cirkelomtrek, waarbinnen G ligt, doet de dienst van de cirkel
4; uit het kenmerk van WoLFF. Elke cirkelschijf ce, in |w | < I
rakend aan |w | =1 in het beschouwde randpunt, ligt aan één
zijde van A;,‘omdat G in zijn geheel aan één zijde van 2. ligt.
Een afbeelding, die aan de voorwaarden van CARATHEODORY vol-
doet, voldoet dus tevens aan die. van WOLEF.

§ 23 — Pweede criterium van Caratheodory — Caratheodory geeft
(t.a.p. blz. 53) een fweede criterium, algemeener dan dat van § 4.
Onderstellingen: 1. w = [ (z) beeldt het enkelvoudig samenhangend.
schlicht gebied G, af op ‘de eenheidscirkel-
schijf Guw; .
H. is cen deelgebied van G., dat met G, een
randpunt P gemeen heeft, welk randpunt met
w = -~ I correspondeert ;

o
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3. de rand A. van H: is in de omgeving van P,
analytisch ;
A. het beeld Hw van Hs heeft een civkelschijf, die

m w= -+ I aan de eenheidscirkel |w | = J
raakt, tot deelgebied. '
Bewering : de afbeelding van Gz op G is conform in w = - [,

Bewijs: Beeld H. door # = ¢ (z) één aan één en conform af op
de eenheidscirkelschijf H. (|« | < 1), z66dat P: correspondeert
met # = - 1. Dan is z = 1 (%) een holomorfe functie van u« in Hy,
en w = [ {u (1)} een holomorfe functie van u in H,, die Hy op Hy,

afbeeldt.
Volgens het criterium van CARATHEODORY—VALIRON 1S de

afbeelding van Hy, op Hp conform in # = + 1 (zie: onderstel-
ling 4); dus:

dw S i 7
— eindige limes, =£ 0, voor # — 1, met |arg (Il —u) | = 0 < =.
o ige F | arg )| 2{
P. 1s een Inwendig punt van een analytische deelboog vajn
A dus w = ¢ (2) 1s over P, voortzetbaar, en: ‘
dit .

7 eindige limes, =£0, voor z-— P, tweedimensionaal, dug

az
stellig angulair, in elk beeldgebied van de aangegeven angulaire
omgevingen van # = -+ 1.

Uit: % = % %Z volgt nu: o
dw Sk ' :
= eindige limes, == 0, voor z - P. (angulair).

De afbeelding van G: op Gw is dus conform in @ = - 1.

Opmerkingen: 1. CARATHEODORY stelt nog de eisch, dat cen
deel der reéele as van het w-viak (h < w < 1) beeld is van een
kromme /., die geheel in H: ligt. : S

Deze voorwaarde is blijkens bovenstaand bewijs overbodig.

§ 24 — Criterium van Lars Ahifors 42)
In een recent artikel heeft LARS AHLFORS de conformiteit der
12) ILARS AHLFORS, Acta Societatis Scienbtiarum Fennicae, Nova Series A;

Tome 1,no. 9, 1930; Untersuchungen zur Theorie der Konformen Abbil-
dung und der ganzen Funktfionen.
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afbeelding in een angulaire buurt van een randpunt onderzocht
en daarbij o.a. de volgende resultaten verkregen.

Onderstel, dat het enkelvoudig samenhangend gebied G, door
w = [ (2) conform wordt afgebeeld op het rechterhalfvlak Gu. Als
g (r) het aantal radialen is van die boog in G: Van cirkel | z | = 7,
die gesneden wordt door het beeld van de reéele as van het w-vlak,
dan zal, als de afbeelding van G: op Gu angulair conform is in z = oo
(en 0ok z = 0 bereikbaar randpunt 1s), voldaan zijn aan:

r
— 0 (r
Fijos 0. ) Y 1S begrensd (r willekeurvig).

3 0(7) ¥

1 3

(Noodige voorwaarde voor angulaire conformitert).
Z1j voorts mp het grootste van de getallen 0 en max. § [z —4g, ()]

in het interval kt =7 = kp+1 (k pos., constant, > 1), als g, (»)
het aantal radialen is van de grootste deelboog van

| z | = 7 binnen G,

dan zal de afbeelding van G: op Gu angulair conform zijn in z = oo,

wmdren voldaan 1s aan:
L]

' 0o oS
; dren:
mp en |40 (r) —m} — zijn convergent.
7
p=0 1
8l (Voldoende voorwaarde voor angulaire cmf-jor-n-a.r.'tefiﬁ).

//
77
e -

777 /

Itig. 28. Criterium van AHLFORS.
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Met behulp van dit criterium blijkt, dat de afbeelding van het
In fig. 28 aangegeven gebied G op het rechterhalfvlak G, angulair
conform is in z = 0. CARATHEORORY geeft dit voorbeeld aan het
slot van zijn onder ) geciteerd artikel, als toepassing van het
in § 23 genoemde criterium. Toepassing van het criterium van
AHLFORS zal tevens doen zien, dat het gebied G. door nog alge-
meenere gebieden kan worden vervangen.

G: bestaat uit het rechterhalfvlak, plus een. verzameling on-
eindig lange, horizontale strooken uit het linkerhalfvlak, die aan
het R.H.V. grenzen in de intervallenverzameling (ay, b,), die zich
in O verdicht. De intervallen worden z66 smal gekozen, dat de

reeks:

convergeert.
Transformeeren we het criterium van AHLFORS voor dit geval,

waarin z = 0 in plaats van z = co het te onderzoeken punt is,
dan blijkt, dat we voor het aangegeven gebied G: moeten be-
wijzen, dat ' o

en Wip

gl

p p=1 s

convergent zijn. '
mp 15 het grootste der getallen 0 en max. § [z — 0, ()] in het
interval k2 = r = kpP+1 (k positief, constant, < 1); w (?) = 0 (r) —=
heeft dezelfde beteekenis, als in het vorig geval. De Z-som is nul,
en voor de integraal merken we op, dat de integrand nul is, be-
halve op de aangegeven intervallenverzameling; hier is echter

w (r) < m.
AHLFORS bewijst, dat, hoe de rand /- ook moge zijn, de integraal
/M (als LEBESGUE-integraal opgevat), bestaat (t.a.p. blz.11).

3

Uit:
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1 (1

o) e
r) dr b G
/‘3(_)_ < nE/d—rm 7 Elog—’E , dus eindig,
7 ¥ an
0 n=1a, n=1
gy A
] W L
volgt nu, datfw—(y)—f convergent is, zoodat aan de voorwaarden
(/

(/]

van AHLFORS voor angulaire conformiteit is voldaan.
Tevens blijkt, dat de strooken in het linkerhalfvlak door alge-

meenere gebieden mogen worden vervangen, mits de intervallen-
verzameling op de imaginaire as dezelfde Dlijft.



HOOEDSTUK V
" TOEPASSINGEN

§ 25 — Als w = f (2) het rechterhalfvlak G: conform afbeeldt op
het enkelvoudig samenhangend gebied Gy in het rechterhalfvlak,
~dat met G: het oneindig verre punt tot gemeenschappelijk rand-

punt heeft, dan is volgens § 20 de afbeelding angulair-conform in

: G % :
dit randpunt, als 2, de limiet van }—V‘VOOI % — 00, ¥ constant, niet

gelijk nul is. _ ;

Als voor w = f (z) de bijbehoorende 2 > 0 is, zullen we het
gebied Gy, met het oog op het gedrag in het oneindige, een ,deug-
delyk gebied” noemen; is 2 = 0, dan noemen we het g(;bied niet-
deugdelijk.

De stelling van de volgende paragraaf zal ons een voorschrift
aan de hand doen tot het construeeren van deugdelijke gebieden.

§ 26 — Onderstelling: w = [ (z) is holomorf voor x = R (z) > 0.
w= R(w)>0,;7%=lm if:(y constant) < I.r

2 K
Bgz:s'eﬂbsg:' - De puntverzameling (z) wit het rechterhalfvlak,
waarvoor w < x, vormt een deugdelijk gebied.

Bewijs: Zij a = a + bi een punt uit het rechterhalfviak G:,
(dus @ > 0); dan is R {f (2) + a} > 0.

De  vergelijjking f (z) 4 a = z< heeft dan voor-elk dier a's één
en niet meer dan één wortel binnen G.. Op de rand ven G. kan
n.l. geen dekpunt der transformatie f(2) -+ a liggen; immers,
z = 00 kan geen dekpunt zijn, omdat dan zou gelden « + a = x,
dus & + < =1, dus Iim f + (=>0) =1, zoodat 2= 1 zou zijn,

X X o0
in strijd met de onderstelling; en wegeas # + a > a is een dekpunt

op de imaginaire as eveneens onmogelijk.
Deze wortel van [ (z) ~- a = z 1s een holomorfe functie van a,
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die we ¢ = ¢ (a) noemen; uit f (§) + a = ¢ volgt: j—g = li— [}
Wegéns: .
A= RRU(S)] S (‘EL\,—(@R (@) — [I5S i—? = 0 en bestaat gg dus.
. Bij elke a uit het rechterhalfvlak behoort één ¢, z66dat
' [(©) + a=¢& dus # < x is;
byj elke ¢, waarvoor # < x is, is er één a te bepalen, z6odat
& — [ (&) = a, met R (a) positief.

De punten a van het rechterhalfvlak correspondeeren dus één aan
één met die der puntverzameling (# < x). De afbeelding van het
rechterhalfvlak op deze puntverzameling is bovendien conform,
omdat de holomorfe functie ¢ = ¢ («) de afbeelding tot stand
- brengt. Volgens de stelling van de gebiedsoverdracht is de punt-
verzameling (1 < x) dus een gebied.

Uit R () > R (a) volgt voor de 2 van ¢ (a):

N i A e
a—roo o
§ 27 —.Tf'oorbeeld I: Neem voor w = f (z) de functie

f (z)°= \ 2= rt (cos dp + 1 sin & @).
Deze functie is holomorf in het R.H.V. en de functiewaarden liggen

in het rechterhalfvlak. 2; = lim r_/. =0 < 1, dus de functie be-

a r—>w ¥
hoort tot de in § 26 beschouwde klasse. Het gebied G, waarvoor
w << x, 15 dus een deugdelijk gebied.

De rand I wordt verkregen door u = x te stellen.

De vergelijking der randkromme is in poolcodrdinaten:
' cos® Lo
cos® @

- (1)

Het gebi_ecl G door de kromme omsloten bevat hoeken, die

714 COS +p = rcos q of: v =

willekeurig dicht bij « liggen, zooals blijkt uit » - co voor ¢ = = 5.
. cos® % ; L)
Voor ¢ —»g is x === 2% &, zoodat elke rechte evenwijdig
cos @
aan de y-as door de kromme [ wordt gesneden, en het criterium
van CARATHEODORY-VALIRON (§ 21) voor deze kromme dus niet

toereikend is. « ! 5
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Vergelijking der kromme in cartesische codrdinaten:

1__1 SIF CoSIpRRNT Vo
L Tco T 2%
dus: X% 2 = 4x2% (x — L)%

Voor het beloop der kromme in het oneindige hebben we:
y2icordnpiiSaynllce D2 IR R P (2)

Voorbeeld II: Nemen w = f(2) = 12"z, dan behoort ook deze
1

= i ¥h
functie tot de klasse, wegens lim — = 0 < 1.
r—>oo ¥
De randkromme [', waarvoor u — ¥, i1s vinden we uit:
|
7.COS @ = 71.COS = ,
waaruit voor de vergelijking van de kromme volgt:
n
CoS - @ |n—1
n?

7 °

CoS @
1
= T . = 7
Voor i‘lﬂ‘*gis v oo |y |, dus 1‘6\913!]"005.%- SR 3)

Voorbeeld II1: Neem f(z) = _21T 2  We kiezen a positief

lg (z + a) 3

en > ¢, dan ziyn lg (z + @) en f(z) holomorf voor R (z) >0,
terwijl R [f (2)] > 0 is. :

= 4 X+ a .
Jp=1lm ———— — 0 < I, dus f (z) behoort tot de beschouwde
! LEo lg (x + a) f, ( )
klasse.
Stel z +a=o0.¢i (o en § rege]), dan is: s
* i ‘{;" Al 0. 313
U 4 1Y = ]m ®
e R (v lleio i
waaruit volgt: w = TG oE 1 7 ;
X —_ y
waarin dus o= V(x+a?+ yen = bg tg T g

De randkromme I” wozdt dus bepaald door
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_Et+algo+ o

: Mo + 7 A
Bij de beoordeeling van het gedrag der kromme in het oneindige
bedenke men, dat lgx voor x —» oo zwakker oneindig wordt dan

elke nog zoo lage macht van x.

Het rechterlid van (4) is t.o.v. ¥ van dezelfde orde als lgix’

dus van een orde < I, en t.o.v. v van dezelfde orde als (lgyy}g'
Men vindt dus voor het gedrag in het oneindige:
% ¥
.1N(lgy)2............(5)
-
Voorbeeld 1V : Neem [ (z ———, a positiefen > e¢, dan
ez O e
is / (z) holomorf voor R (z) > 0, en R [f (z)]
j—:ll_lja lgl;(—_t—f}-_a) =() :{ I, dus f(2) behoort tot de be-

schouwde klasse.
Stel z -+ a = o'. eif (o en ¢ reéel), dan is:

9 . -
o . el oeil

o 'T' 1= lg []g 5 _I_ ?6-1 lg o r .’:8’

met o) = A/(Igo)? + 62 en ¢’ = bgtg—:

(]
" Voor de vergelijking van de randkromme [° van het gebied
G (u < x) vindt men:

(w4 a)lgo’ + yo' '
i — g oF + 07 S s SRR (6)

i—let réthterlid is t.o.v. ¥ van dezelfde orde als IL dus als

go

, of als —L— d.i. van een orde < 1, en t.o.v. y van dezelfde
lglg o lg lg g « _
orde als ERET (1;;] ),,; immers 0" = bg tgl_gu—g is van dezelfde

-

orde als lé en lgo’ colglg y.

Men vindt dus voor het gedrag in hét oneindige:
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“Tlgy. (gl y)? i

Voorbeeld V': Neem [ (z) = Engzz%_?Taﬁj’
dan is f (2) hol. voor R (z) > 0 en R [f ()] > 0.

=0 < 1, dus f (z) behoort tot de beschouwde klasse.

Stel weer z + a = o .¢if (o en 0 reéel), dan is:

a positief en > ¢,

. 0. el o . eil 0. eif
U 10 = = = : — e 7 o 44
. Igilg tlgo +76f]  lgflgo” + 0]  lgeo” + 18
, ek 27 e
met o' = /(logo)? + 6% 0" = bg tg Bo

‘

o = +/(log )P0 en 0" = b tg 0y

Voor de vergelijking van de randkromme [/ van het gebied
G (# < x) vindt men:

. (mta)lgelety. 0"
(lg 9”)2 SE UHg

Het rechterlid is t.o.v. ¥ van dezelfde orde als
, of als —~x—-, d.i. van een orde =

x
lg lg o lglglg x 0
Ten opzichte van y is ¢/ van dezelfde orde als T dus van

0
dezelfde orde als —9—— d.i. van dezelfde orde als w;-’;
Igo.1go lgy.loglgy

terwijl 1g o'’ colglg o’ colglglgy: t.o.v. v is het rechterlid dus
van dezelfde orde als '

. (8)

dus als

X
]-g QH’

’

Y
lgy.lglgy. (Iglglg y)?

Men vindt dus voor het gedrag in het oneindige:

X oo W ‘e (9}
gy lglgy . (glglgy? ' = = = =

Duidt men met log, z de #-maal herhaalde log van z aan, dan
vindt men op analoge wijze, door uit,te gaan van de functie:

o) — Z 4+ a

RO, (NG

. (10)
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a posi;cief, en voldoende groot, een deugdelijk gebied G, met rand-

kromme I, voor welker gedrag in het oneindige geldt:

s (11)
Clgy lgsy Vg - L1y Ggny)®

§ 28 — Parallel aan de ondérzoekingen van § 27 willen we, tot .

slot, het gedrag in het oneindige nagaan van eenige ondeugdelijke
begrenzingskrommen.

De functie Wi = lg%t‘a—a)' a> e (ne's) . . (12)
A

1s holomor{ voor x = R () > 0, met u = R (w) > 0.

Wegens lim ?—j::O ( =0) is het beeldgebied G van het

r—>oG
R.H.V. een ondeugdelijk gebied.

De rand Iy van Gy is het beeld van de imaginaire as van het
z-vlak.

@) Neem 2 = 1. Voor [y geldt:

@ - 70 .sin @
W= ———— met o0cosf = a,
lg()'-]'-‘c’ . 0

algo-r+osing.6+ 1. (clgosing—ap)

~ (lg 9)2 _;_ 62
Hier 1S, Voor o - oco:
tos it oS en lg veolg o,
(Ig 0)* Igo 3
dus: el |
' e lg’::"""""'(m)

&

b) Neem n = 2. Voor Fw geldt:
@ + 1o sin 06 a -+ 20 sin §
i lg (Ig o + 76) & lg o' -+ 10"
(vergelijk de vorige §)
a. lgo + gsin{;.ﬂ’ + 2. (osinf.lgo’ —a.0)
(5ol 02 :

w =




Nu is 0" = bg glgoml_gl_g;
90 &
““lgo. (lge) lge- (g0
0 0
v lg o N]g20'
en ' lg v colg o,
dus; < A T N e e (k)

¢) Neem n = 3. Voor [y geldt:
il -+ 70 sin 0 Sl -éi:sifl 7}
Iglg (lgo + i0) — lgo™ + 0"
(vergelijk de vorige §)
algg“ -+ osin @ .67 - '.*1'{9 . sin 6'. ]g{g’f—fl . 0”%
(lg o’’)? + 6”2 '
(il o

Thans is: o/ 5

0

0
S TR e e

L5

en lg v colg o,

dus: -va
= & Igv.lgov.lg,v ()

d) Algemeen vindt men voor Iy:
a -+ 10 sin 6

G, Ig oln—1) L 7H(n—1)

in doorzichtige notatie, d.i.

w— 4801 + o.sin . 00—1) I ifo . sin 0 .lg olr—1) — a. 06—1}

[T o J2 4 {o=n}? 3
Hier is: . 2
ﬁ(ﬂ-——l}mi(j_;i e ] 3
lg o (+—2) Igio.lg,0. .. lgylio’
U 6o < > - g &
lgo - Tgso.. . Tgiiolg o *° Iguo’
en lg v colg o, .
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STELLINGEN
I

De formule van JENSEN voor geheele functies:

27 R

1 ‘
z—nfmg | (R .e?)| dp ‘“ftgﬁd;

(7]

is elementair bewijsbaar.

II

1 12 ur
e A= EE L ff‘|?-.‘|‘“+l

De ongelijkheid (1 —u)el "2 """ " p| < ¢ , die
voorkomt in ,,Lecons sur les fonctions entiéres” (blz. 51) van
E. Borer, kan als volgt verscherpt worden:

Als p <o = p -1, dan is voor alle complexe u:

[ el L

B =)l T S 2 kel

waarin de constante % alléén van o afhangt.
1T :

De redeneering van Prof. HK. DE VRIES, op blz. 16 en 17 van
het Beknopt Leerboek der Projectieve Meetkunde, is, in tegen-
stelling met de bewering van den schrijver, niet toereikend om de
digp'ere grond te openbaren voor de invariantiec van de dubbel-
verhouding op een vierstraal.

v

Een ruimte kromme o ds een p-voudige kromme op het regelvlak
harer trisecanten; hierin is p = & — (n—2), als & het aantal schijn-

bare dubbelpunten van p* is. o
J. H. WansiNg
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De stelling, die ARZELA geeft in het artikel: Sulle serie di Funzioni
(Memorie della R. Accademia delle Scienze dell’ istituto di Bologna,
Serie V, tomo VIII, blz. 1—4), kan uitgebreid worden door de

intervallen verzamelingen (met lengte > d) te vervangen door

gesloten meetbare puntverzamelingen (met x-maat > d).
VI

W. SEIDEL vermeldt in zijn artikel: Uber die Randerzuordnung bei
konformen Abbildungen (Math. Annalen 1042, 1931):

,,Bei dem Problem der konformen Abbildung des algemeinen
einfach zusammenhéngenden schlichten Gebietes mit mindestens
zwel Randpunkten auf einer Kreisfliche hat OsGoop zuerst eine
scharfe Trennung zwischen dem Problem der konformen Abbildung
des Inneren eines Gebietes auf das Innere einer Kreisfliche und
dem Problem des Anschlusses dieser Abbildung an den Rand ein-
gefithrt”.

Deze bewering is onjuist; de scherpe scheiding, waarvan sprake
is, is door H. A. SCHWARZ in zijn artikel: ,,Zur Theorie der Abbil-
dung” (1869) reeds ingevoerd.

VII

Het ééne uur Cosmographie, dat op de lesrooster van de Hoogere
Burgerscholen met vijfjarige cursus A voorkomt, en wel als regel
op de rooster van.de derde klasse, is daar misplaatst.

VIII

Hccverdient géén aanbeveling om bij het onderwijs in Mechanica
op-de H.B.S. het begrip centrifugaalkracht in te voeren; invoering
van dit begrip op de wijze, waarop REINDERSMA en VAN LOHUIZEN
zulks-doen (Nieuw Leerboek der Natuurkunde, deel IT) sticht ver-
warring,

&
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